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概率论基本概念

古典概型

计数原理 加法原理、乘法原理. 从含有 n 个元素的盒子中：

1. 有放回地取出 r 个元素组成的可重复排列的不同方式

有 nr 种；

2. 无放回地取出 r 个元素组成的不重复排列的不同方式

有 P r
n =

n!

r!
种（排列数），特别地，当 r = n 时称

为全排列；

3. 不放回地选取 r 个元素的组合有 Cr
n =

n!

r!(n− r)!
种

（组合数）；

4. 有放回地选取 r 个元素的组合有 Cn
n+r−1 种（重复组合

数）.

盒子模型 把 n 个球放到不同编号的 n 个盒子中：

1. 球可辨，每个盒子中不限球的个数，不同的放法个数为

nr （重复排列）；

2. 球可辨，每个盒子中至多放一个球，不同的放法个数为
n!

(n− r)!
（选排列）；

3. 球不可辨，每个盒子中不限球的个数，不同的放法个数

为 Cr
n+r−1 （隔板法）；

4. 球不可辨，每个盒子中至多放一个球，不同的放法个数

为 Cr
n .

多组组合 把 n 个不同的元祖分为有序的 k 个部分，第 i 部

分有 ri 个元素，不同的分法个数为
n!

r1!r2! . . . rk!
（多项式系

数）.

不尽相异元素的排列 有 n 个元素，属于 k 个不同的类，同

类元素之间不可辨认，第 i 类元素有 ni 个. 把这些元素排成

一列，不同的排法个数为
n!

n1!n2! . . . nk!
.

概率的性质

1. P (∅) = 0；

2.（两两不相容事件）有限可加性；

3.（子集事件）可减性；

4.（子集事件）单调性；

5. P (Ā) = 1− P (A)；

6. 容斥原理：

P

(
n⋃

k=1

Ak

)
=

n∑
m=1

(−1)m−1
∑

1⩽i<j⩽n

P (Ai . . . Aj)

其中第 m 项中概率函数的变量为 m 个事件的并.

7. 次可加性

P

(
∞⋃

n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

P (An)

8. 上连续性、下连续性.

条件概率

定义 P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.

乘法公式 P (AB) = P (A)P (B|A)，归纳可得

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2|A1) . . . P (An|A1A2 . . . An)

全概率公式 若 {Bn} 是样本空间的一个完备事件群（无交、

并为 Ω），则有

P (A) =
n∑

i=1

P (A|Bi)P (Bi)

Bayes 公式 若 {Bn} 是样本空间的一个完备事件群（无交、

并为 Ω），则有

P (Bi|A) =
P (BiA)

P (A)
=

P (A|Bi)P (Bi)∑n
j=1 P (A|Bj)P (Bj)

独立性

定义 两个事件满足 P (AB) = P (A)P (B)，则称 A,B 相互

独立. 更一般地，

P

(
n⋂

i=1

Ai

)
=

n∏
i=1

P (Ai)

等价命题

1. P (B|A) = P (B)；

2. A 或 Ā 与 B 或 B̄ 相互独立. 更一般地，令 Ãi = Ai 或

Āi，有放回地取出

P

(
n⋂

i=1

Ãi

)
=

n∏
i=1

P (Ãi)

随机变量

离散型随机变量

概率密度函数 (pmf) 如果随机变量 X 只能取有限多个或

可数多个值，那么称 X 为离散型随机变量，设 {xk} 为 X 所

有取值的集合，则称

P (X = xk) = pk

为离散型随机变量 X 的分布律或概率质量函数 (pmf).

无记忆性 以所有正整数为取值集合的随机变量 X 服从几

何分布 Ge(p)，当仅当

P (X > m+ n|X > m) = P (X > n)

这个性质被称为几何分布的无记忆性.

Poisson 逼近定理 设一族随机变量 Xn ∼ B(n, pn)，若当

n→ ∞ 时，npn → λ > 0，则有

lim
n→∞

P (Xn = k) =
λk

k!
e−λ

实际应用中，n ⩾ 30, npn ⩽ 5 时即可应用.

连续型随机变量

累计分布函数 (cdf) 设 X 为一随机变量，x ∈ R，称

F (x) = P (X ⩽ x)

为随机变量 X 的（累计）分布函数.

概率密度函数 (pdf) 若存在可积的非负函数 f(x) ⩾ 0，使

得

∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

则称 X 为连续型随机变量，f(x) 称为分布函数或概率密度

函数 (pdf)，记为 X ∼ f(x).

概率密度函数的性质

1. 恒为非负；

2.
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1；

3. 对任意可测集合 A ⊆ R，有

P (X ∈ A) =

∫
A

f(x)dx

4. 若 f(x) 在 x0 连续，则有 F ′(x0) = f(x0)；

5. ∀x ∈ R, P (X = x) = 0

正态分布的性质 主要针对其概率密度函数的性质：

1. “钟型”曲线，两头小，中间大，关于 x = µ 对称；

2. 最大值在 x = µ 处取得 f(µ) =
1√
2πσ

；

3. x = µ± σ 为拐点，图形以 x 轴为渐进线；

4. µ 决定图形位置，σ 决定图形形状.

标准正态分布 标准正态分布 X ∼ N(0, 1) 的概率密度函

数记为 ϕ(x)，累计分布函数记为 Φ(x)，显然有 Φ(−x) =

1− Φ(x).

正态分布标准化 对于正态分布 X ∼ N(µ, σ2)，有下式恒成

立

F (x) = Φ

(
x− µ

σ

)
随机变量函数的分布 设 X ∼ f(x)，随机变量 Y = g(X)，

则有

FY (y) =

∫
g(x)⩽y

f(x)dx

若 g(x) 在各个区间 Ii 上严格单调且反函数可导时，设 X =

h(Y )，则有

fY (y) =
∑
i

f(h(y))|h′(y)|Ii(y)

多维随机变量

联合分布函数 (joint cdf) 设 (X,Y ) 是二维随机变量，称

二元函数

F (x, y) = P (X ⩽, x, Y ⩽ y)

为 (X,Y ) 的联合分布函数.

联合概率密度函数 (joint pdf) 设 (X,Y ) ∼ F (x, y) ，若存

在可积的非负函数 f(x, y) ⩽ 0，使得

∀(x, y) ∈ R2, F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v)dudv

则称 (X,Y ) 为而为连续型随机变量，f(x, y) 称为联合概率密

度函数.
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边缘分布 设 (X,Y ) ∼ F (x, y)，X ∼ FX(x), Y ∼ FY (y)，

则称 FX(x) 和 FY (y) 为 (X,Y ) 或 F 的边际分布 (marginal
distribution). 对应的 fX(x) 和 fY (y) 称为 f(x, y) 的边际概

率密度函数 (marginal pdf). 且有

FX(x) = lim
y→∞

F (x, y), fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy

条件概率密度函数 (conditional pdf) 给定 Y = y 条件下

随机变量 X 的条件概率密度函数为

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)

n 维情况 对于一组随机变量 (X1, X2, . . . , Xn) ∼ F ，记

U = {X1, X2, . . . , Xk}，V = {Xk+1, Xk+2, . . . , Xn}，则 U

的边缘分布为

FU (u) = F (x1, x2, . . . , xk,∞,∞, . . . ,∞)

边缘密度函数为

fU (u) =

∫
Rn−k

f(u,v)dv

n 维随机变量的边际分布函数有 n− 2 个. 给定 V = v 条件

下随机变量 U 的条件概率密度函数为

fU |V (u|v) = f(u,v)

fV (v)

随机变量独立性 若 (X,Y =) ∼ F (x, y), X ∼ FX(x), Y ∼
FY (y)，若

∀(x, y) ∈ R2, F (x, y) = FX(x)FY (y)

则称随机变量 X,Y 相互独立. 可以推广到 n 维情况.

随机向量函数的分布 一维情况 Z = g(X,Y )，则有

FZ(z) =

∫∫
g(x,y)⩽z

f(x, y)dxdy

二维情况 (Z1, Z2) = (g1(X,Y ), g2(X,Y ))，则有

FZ(z1, z2) =

∫∫
g1(x,y)⩽z1g2(x,y)⩽z2

f(x, y)dxdy

若 g1, g2 是一一映射，(x, y) = (h1(z1, z2), h2(z1, z2))，则有

fZ(z1, z2) = f(h1(z1, z2), h2(z1, z2))

∣∣∣∣∂(h1, h2)∂(u, v)

∣∣∣∣
(u,v)=(z1,z2)

更一般的，若对于 n 维随机变量 X ∼ fX(x)，存在 n 维随

机变量函数 Y = g(X) ，且 g : Rn → Rn 是一一映射，则

fY (y) = fX(g−1(y))|J |ID(y)

其中 D ⊂ Rn 是 y 的密度非零的所有取值的集合，J 是变换

g−1 对 y 的 Jacobi 矩阵.

随机变量数字特征

期望 离散型随机变量 X 的期望

E(X) =
∑
k⩾1

xkpk ⩽ ∞

连续型随机变量 X ∼ f(x) 的期望

E(X) =

∫
R
xf(x) ⩽ ∞

期望的性质

1. 线性性

2. 对于相互独立随机变量有：

E(X1X2 . . . Xn) =
n∏

i=1

E(Xi)

3. 对于 X ∼ f(x),Y = g(X)，有（离散同理）：

E(Y ) =

∫
Rn

g(x)f(x)dx

马尔科夫不等式 若随机变量 X ⩾ 0，则

∀ε > 0, P (X ⩾ ε) ⩽ E(X)

ε

条件期望 称下式为给定 X = x 时随机变量 Y 的条件期望

E(Y |X = x) =

∫
R
yfY |X(y|x)dy

E(Y |X) 是关于 X 的随机变量，且满足条件期望的平滑公式

（全期望公式）：

E(E(Y |X)) = E(Y )

中位数 随机变量 X ∼ F (x)，中位数 m 满足：

P (X ⩾ m) = 1− F (m− 0) ⩾ 1

2
, P (X ⩽ m) = F (m) ⩾ 1

2

众数 使得随机变量 X 的概率质量函数 (pmf，X 离散时) 或

概率密度函数 (pdf，X 连续时) 达到最大的常数 md 称为众

数.

p 分位数 设 p ∈ (0, 1)，随机变量 X 的 p 分位数 Qp 定义

为

P (X ⩽ Qp) ⩾ p, P (X ⩾ Qp) ⩾ 1− p

定义内四分距 IQR = Q0.75 −Q0.25.

矩 随机变量 X ，满足 E(|X|k) <∞ ，则称 E(X − c)k 为

X 关于 c 的 k 阶矩；称 αk = E(Xk) 为 X 的 k 阶原点矩；

称 µk = E(X − E(Xk)) 为 X 的 k 阶中心距.

矩母函数 随机变量 X 的矩母函数 (MGF) 定义为

MX(s) = EesX

矩母函数唯一决定随机变量分布.

方差和标准差 随机变量 X 关于其均值 µ 的二阶矩称为　

X 的方差

σ2 = V ar(X) = E((X − µ)2)

方差的算术平方根称为　 X 的标准差

σ =
√
σ2

方差的性质

1. V ar(X) = E(X2)− µ2；

2. V ar(cX) = c2V ar(X), V ar(X + d) = V ar(X)；

3. 独立随机变量和的方差等于方差的和；

4. V ar(X) ⩽ E(X − c)2, when c = E(X).

协方差 随机变量 X 或 Y 均平方可积且平方均值有限，则

随机变量 X,Y 的协方差为

Cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]

协方差的性质

1. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)；

2. Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

3.
Cov(aX + bY, cX + dY ) =

(a, b)

 V ar(X) Cov(X,Y )

Cov(X,Y ) V ar(Y )

c
d


4. 随机变量的 Cauchy-Schwarz 公式：

|Cov(X,Y )| ⩽
√
V ar(X)V ar(Y )

相关系数 随机变量 X,Y 协方差存在，定义其相关系数为

ρX,Y =
(X,Y )

σXσY

独立与不相关 若随机变量相互独立，则随机变量间的相关

系数为 0；反之不必成立，但在随机变量服从二元正态分布时

二者等价.
对于任何非退化随机变量 X,Y，如下四个命题等价;

1. X 与 Y 不相关；

2. Cov(X,Y ) = 0；

3. E(XY ) = E(X)E(Y )；

4. V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ).

熵 离散型随机变量的熵定义为

H(X) = −
∞∑
k=1

pk log2(pk)

连续型随机变量的熵定义为

H(X) = −
∫ +∞

−∞
fX(x) ln fX(x)dx

极限定理

对于 i.i.d. 随机变量 X1, X2, . . . , Xn，记 Sn =
n∑

i=1

Xi，

则有

大数定律 ∀ε > 0, lim
n→∞

P

(∣∣∣∣Sn

n
− µ

∣∣∣∣ ⩾ ε

)
= 0

Lindeberg-Levy 中心极限定理

(√
n(Sn/n− µ)

σ

)
∼

N(0, 1)

DeMoivre-Laplace 定理 Xi ∼ B(1, p),
Sn/n− np√
np(1− p)

∼

N(0, 1)
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统计学基本概念

样本 总体中按一定方式抽取的 n 个个体被称为是样本量为

n 个一个样本，记为 X = (X1, X2, . . . , Xn).
放回抽样得到的样本是简单随机样本，简单随机样本中

X1, X2, . . . , Xn 满足 i.i.d. 简单样本的联合分布函数为
n∏

i=1

F (xi)，联合概率密度函数（若存在）为
n∏

i=1

f(xi).

常见统计量 完全由样本 X 决定（不含有参数）的量被称为

统计量，常见统计量有

1. 样本均值：X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

2. 样本方差：S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2，其中 S =
√
S2

被称为样本标准差

3. 样本 k 阶原点矩：ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

4. 样本 k 阶中心矩：mk =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k

5. 样本偏度系数：β̂1 =
m3

m
3/2
2

6. 样本峰度系数：β̂2 =
m4

m2
2

7. 样本相关系数：

ρn =

∑n
i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√(∑n

i=1(Xi − X̄)2
∑n

i=1(Yi − Ȳ )2
)

8. 次序统计量：把样本 X 从小到大排列为

X(1) ⩽ X(2) ⩽ · · · ⩽ X(n)

9. 样本中位数：

mn =

X(n+1
2 ), when n is odd

1

2

(
X(n

2 ) +X(n
2 +1)

)
, when n is even

10. 经验分布函数 Fn(x) =
N(x)

n
，其中 N(x) 是 X 中的样

本数据小于等于 x 的个数

χ2 分布 X 是来自标准正态分布总体的一个简单随机样本，

称

X :=
n∑

i=1

X2

服从自由度为 n 的 χ2 分布，记为 X ∼ χ2
n. 显然有 χ2

n 分布

的概率密度函数

kn(x) =
1

Γ(n
2
)2

n
2

e− x
2 x

n−2
2 I(0,+∞)(x)

χ2 分布的性质：

1. 若 X ∼ χ2
n，则有 E(X) = n, V ar(X) = 2n；

2. 若 X ∼ χ2
m, Y ∼ χ2

n 且 X,Y 相互独立，则 X + Y ∼
χ2
m+n.

t 分布 设 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2
n，且 X,Y 相互独立，称

T =
X√
Y /n

服从自由度为 n 的 t 分布，记为 T ∼ tn. 显然有 tn 分布的

概率密度函数

fn(t) =
Γ(n+1

2
)

√
nπΓ(n

2
)

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

, t ∈ R

t 分布的性质：

1. 当 n = 1 时，t 分布就是 Cauchy 分布；

2. 若 T ∼ t，当 n ⩾ 2 时，E(T ) = 0；当 n ⩾ 3 时

V ar(T ) =
n

n− 2
；

3. lim
n→∞

fn(t) = φ(t)，其中 φ(t) 是标准正态分布的概率密

度函数.

F 分布 设 X ∼ χ2
m, Y ∼ χ2

n，且 X,Y 相互独立，称

F =
X/m

Y /n

服从自由度为 m,n 的 F 分布，记为 F ∼ Fm,n. 显然有 Fm,n

分布的概率密度函数

fm,n(x) = m
n
2 n

n
2

Γ(m+n
2

)

Γ(m
2
)Γ(n

2
)
x

m
2 −1(mx+ n)−

m+n
2 I(0,+∞)(x)

F 分布的性质：

1. 若 Z ∼ Fm,n，则
1

Z
∼ Fm,n；

2. 若 T ∼ tn，则 T 2 ∼ F1,n；

3. Fm,n(1− α) =
1

Fn,m(α)

正态分布的样本 设简单样本 X 均来自 N(µ, σ) 的总体，则

有

1. 线性统计量满足参正态分布：

T =
n∑

i=1

ciXi ∼ N(µ
n∑

i=1

ci, σ
2

n∑
i=1

c2i )

2. 样本均值 X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
)

3. 样本方差
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1

4. X̄ 与 S2 相互独立，故
√
n( ¯X − µ)

S
∼ tn−1

两个立刻的推论是若m样本量 X 和 n样本量样本 Y 所

有变量相互独立，且分别来自样本 N(µ1, σ
2
1), N(µ2, σ

2
2)，则

有

1.
T =

(X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2))

ST

√
mn

m+ n
∼ tm+n−2

其中 ST 满足 (m+ n− 2)S2
T = (m− 1)S2

X + (n− 1)S2
Y

2.
F =

S2
X

S2
Y

· σ
2
2

σ2
1

∼ Fm−1,n−1

指数分布的样本 若 X 来自参数为 λ 的指数分布则有

2λnX̄ = 2X
n∑

i=1

Xi ∼ χ2
2n

参数点估计

点估计 总体分布中的参数 θk （例如正态分布 N(µ, σ2) 中

的 µ, σ 可以用统计量 θ̂(X) 去估计，用数轴上一个点 θ̂(x) 去

估计一个点 θ 的估计称为点估计.

矩估计 用样本矩估计总体矩. 例如用一阶原点矩估计总体

期望，用二阶中心矩估计总体方差等.

最大似然估计 若 X 有联合概率密度函数 f(x; θ)，其中 θ =

(θ1, θ2, . . . , θn)，固定 x 时，称关于 θ 的函数 L(θ;x) = f(x; θ)

为 θ 的似然函数.
当参数 θ = θ⋆ 时 L(θ,x) 取最大值，则可将 θ⋆ 作为 θ

的一个估计值，称为最大似然估计.
若似然函数光滑，且样本为简单随机样本，则可取 ℓ =

lnL（称为对数似然函数）来化简求解过程.

偏差 ĝ(X) 是 g(θ) 的一个估计量，则偏差为

Eθ(ĝ(X))− g(θ)

偏差为 0 的估计为无偏估计.

样本数据的加权和是总体期望的无偏估计. 样本方差是

总体方差的无偏估计，二阶中心矩估计不是.

最小方差无偏估计 (MVUE) 均方误差

MSEθ(θ̂) = Eθ(θ̂(X)− θ)2

平均绝对误差

MAEθ(θ̂) = Eθ(|θ̂(X)− θ|)

无偏估计下 MSEθ(θ̂) = V arθ(θ̂). 若 V arθ(θ̂1) ⩽
V arθ(θ̂2), ∀θ，且存在 θ 使等号成立，则称 θ̂1 更有效. 对

于任意无偏估计 θ̂ 满足 V arθ(θ̂
⋆) ⩽ V ar(θ̂) 的 θ̂⋆ 被称为最

小方差无偏估计，即在均方误差标准下最有效的估计.

样本数据的加权和作为总体期望的估计时，均值（权为
1

n
的估计最有效.

克拉默-拉奥方差下界 对于 g(θ) 的无偏估计 ĝ(X)，在正则

条件下有

V arθ(ĝ(X)) ⩾ (g′(θ))2[nI(θ)]−1

其中 I(θ) = E

(
∂ ln f(X;θ)

∂θ

)2

被称为费希尔信息函数。

X̄ 是 µ 的 MUVE，当 µ 已知时，
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 是 σ2

的一个 MUVE.

相合性 若点估计 θ̂ 在样本量 n→ ∞ 时依概率趋近于 θ，则

称 θ̂ 是 θ 的一个（弱）相合估计量.

相合性是对一个估计量的最基本要求. 若一个估计量没

有相合性，则无论样本量多大也不能把未知参数估计到任意

精度，这种估计是不可取的.

渐进正态性 若点估计 θ̂ 在样本量 n→ ∞ 时(
θ̂(X)− θ

V arθ(θ̂(X))
∼ N(0, 1)

)

则称 θ̂ 有渐进正态性.
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区间估计

置信区间 参数 θ，统计量 θ̂1, θ̂2，则参数 θ 的置信系数为

1− α 的区间是 [θ̂1, θ̂2] 可表示为

P (θ̂1 ⩽ θ ⩽ θ̂2) = 1− α

α 是一个小的正数，通常取 0.01, 0.05, 0.1.

枢轴变量法 可以分为以下步骤：

1. 找一个 θ 的良好点估计 T (X)，一般为最大似然估计（例

如 T (X) = X̄ 估计 θ = µ）；

2. 构造枢轴 S(T,U, θ) 使得 S 分布已知（设其概率分布函

数为 F），其中 U 为统计量（例如构造
√
n(X̄ − µ)

σ
∼

N(0, 1)）；

3. 枢轴变量应满足 w1−α ⩽ S ⩽ wα =⇒ θ̂1 ⩽ θ ⩽ θ̂2，其

中 wα 为 F 的上 α 分位数（满足 F (wα) = 1− α）.

正态总体均值 µ 的置信区间 设置信区间为 x̄ ± d，则误差

界限 d 为（用 σ̂ 估计时总体不必为正态分布）

d =



σ√
n
uα

2
, when σ2 is known

s√
n
tn−1

(α
2

)
, when σ2 is unknown

σ̂√
n
uα

2
, when n > 30 and σ2 is unknown

正态总体方差 σ 的置信区间 总体均值未知，可考虑枢轴估

计
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1

σ2 ∈
[
(n− 1)s2

χ2
n−1(

α
2
)
,

(n− 1)s2

χ2
n−1(1− α

2
)

]

两个正态总体均值差 µ2 − µ1 的置信区间 设置信区间为

ȳ − x̄± d，则误差界限 d 为

d =



√
σ2
1

m
+
σ2
2

n
uα

2
, when σ2

1 , σ
2
2 are knonw

√
m+ n

mn
sT tm+n−2

(α
2

)
, when σ2

1 , σ
2
2 are unknonw

两个正态总体方差比
σ2
1

σ2
2

的置信区间 总体均值未知，可考

虑枢轴估计
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

∼ Fm−1,n−1

σ2
1

σ2
2

∈
[
s21
s22
Fn−1,m−1

(
1− α

2

)
,
s21
s22
Fn−1,m−1

(α
2

)]

比例 p 的区间估计 事件 A 在每次试验中发生概率为 p，若

在 n 次试验中发生了 yn 次，则 p 的 1− α 置信区间为

p ∈ p̂+ δ

1 + 2δ
±
uα

2√
n

√
p̂(1− p̂) + δ/2

1 + 2δ

其中 p̂ =
yn
n

，δ =
u2α

2

2n
.

一般来说估计 p 置信区间需要 n > 100，在实际中我们

可以忽略 δ，即 p ∈ p̂±
uα

2√
n

√
p̂(1− p̂).

置信区间宽度 w =
uα

2√
n

√
p̂(1− p̂) + δ/2

1 + 2δ
时可以计算要

求的样本量 n =
4u2α

2
p̂(1− p̂)

w2
.

基本自助置信区间 在总体中抽取样本 {xn}，从样本中有放

回的抽取一组样本量同样为 n 的样本 {x⋆n}，称为一个自助样

本，基于自助样本计算统计量 θ̂ 的值，称为 θ̂ 的一个自助版

本，重复 B 次，在 B 个自助版本中记
α

2
分位数为 a，1− α

2
分位数为 b，则 θ 的 1− α 基本自助区间为

[2θ̂ − b, 2θ̂ − a]

自助 t 置信区间 记自助版本 θ̂⋆ 的标准差估计为

ŝeB(θ̂⋆) =

√√√√ 1

B − 1

B∑
i=1

(θ̂⋆i −
¯̂⋆
θ)2

第 b 个重复下的“T 类型”为

t(b) =
θ̂⋆b = θ̂

ŝeR(θ̂⋆b )

其中 ŝeR(θ̂
⋆
b ) 是对第 b 个自助样本再采用自助法生成 R 个自

助版本得到的 θ̂⋆b 的标准差.

记“T 类型”中的则最终得到的
α

2
分位数为 ta，1− α

2
分

位数为 tb θ 的 1− α 自助 t 置信区间为

[θ̂ − tbŝeB(θ̂), θ̂ − taŝeB(θ̂)]

置信限 参数 θ，统计量 θ, θ，则参数 θ 的置信系数为 1− α

的置信上限是 θ 可表示为

P (θ ⩾ θ) = 1− α

参数 θ 的置信系数为 1− α 的置信下限是 θ 可表示为

P (θ ⩾ θ) = 1− α

例如正态总体均值 µ 的置信上限在 σ2 已知时可以写为

x̄+
σ√
n
uα.

假设检验

假设的基本概念 原假设 H0、备择假设 H1，常见的假设：两

点假设、双边假设、单边假设；检验一个假设时用到的统计量

称为假设统计量，使假设得到接受的样本集合（样本所在区

域）为接受域，被拒绝的区域为拒绝域，接受域和拒绝域的边

界为临界值.

功效函数 功效函数：根据样本 X 所做的一个检验 Ψ，对应

的功效函数为

βΨ(θ) = Pθ(在检验 Ψ 下假设 H0 被否定)

根据功效函数可以得到检验 Ψ 的检验水平 α

βΨ(θ) ⩽ α, ∀θinH0

两类错误

1. 事实上 H0 成立时，若检验 Ψ 拒绝了 H0，则称为第一类

错误，即“弃真错误“，弃真错误发生的概率为 α1Ψ(θ) =

βΨ(θ), θ ∈ H0；

2. 事实上 H0 不成立时，若检验 Ψ 接受了 H0，则称为第二

类错误，即“存伪错误“，存伪错误发生的概率为 α2Ψ(θ) =

1− βΨ(θ), θ ∈ H1；

显著性检验 仅考虑第一类错误的检验称为显著性检验，显

著性检验的一般方法如下：

1. 求出未知参数 θ 的一个较优的点估计 θ̂；

2. 寻找一个检验统计量 T (θ̂, U, θ0)，使得 θ = θ0 时 T 的

分布已知；

3. 根据备择假设的实际意义寻找 T 的拒绝域；

4. 计算在原假设成立的条件下犯第一类错误的小于等于

给定的显著性水平 α，得到一个临界值（T 在 θ = θ0

的 α 分位数，确定拒绝域；

5. 根据已有数据计算检验统计量是否在拒绝域中；

6. 根据具体问题解释是否能拒绝原假设.

单个正态总体均值的检验 设定假设

(1) H0 : µ ⩾ µ0 ↔ H1 : µ < µ0

(2) H ′
0 : µ ⩽ µ0 ↔ H ′

1 : µ > µ0

(3) H ′′
0 : µ = µ0 ↔ H ′′

1 : µ ̸= µ0

当 σ2 已知时，考虑统计量 Z =

√
n(X̄ − µ0)

σ
∼ N(0, 1)，水

平为 α 的检验为

1. Ψ : 当 Z < −uα 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0；

2. Ψ′ : 当 Z > uα 时拒绝 H ′
0，否则不能拒绝 H ′

0；

3. Ψ′′ : 当 |Z| > uα
2

时拒绝 H ′′
0 ，否则不能拒绝 H ′′

0 .

当 σ2 未知时，考虑统计量 T =

√
n(X̄ − µ0)

S
∼ tn−1，水平

为 α 的检验为

1. Φ : 当 T < −tn−1(α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0；

2. Φ : 当 T > tn−1(α) 时拒绝 H ′
0，否则不能拒绝 H ′

0；

3. Φ : 当 |T | > tn−1

(α
2

)
时拒绝 H ′′

0 ，否则不能拒绝 H ′′
0 .

设立原假设和备择假设的两条原则

1. 把已有的经过考验的结论或事实作为原假设 H0；

2. 把希望得到的结论放在备择假设 H1，希望能通过拒绝

原假设得到希望得到的结论.

成组比较两个正态总体均值差 设定假设

(1) H0 : µ1 − µ2 ⩾ δ ↔ H1 : µ1 − µ2 < δ

(2) H ′
0 : µ1 − µ2 ⩽ δ ↔ H ′

1 : µ1 − µ2 > δ

(3) H ′′
0 : µ1 − µ2 = δ ↔ H ′′

1 : µ1 − µ2 ̸= δ

当 σ2 已知时，考虑统计量 Z =
X̄ − Ȳ − δ

σ
√

1
m

+ 1
n

∼ N(0, 1)，水平

为 α 的检验为

1. g : 当 Z < −uα 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0；

2. g′ : 当 Z > uα 时拒绝 H ′
0，否则不能拒绝 H ′

0；

3. g′′ : 当 |Z| > uα
2

时拒绝 H ′′
0 ，否则不能拒绝 H ′′

0 .

当 σ2 未知时，考虑统计量 T =

√
mn

m+ n

X̄ − Ȳ − δ

ST

∼

tm+n−2，水平为 α 的检验为

1. h : 当 T < −tm+n−2 (α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0；

2. h′ : 当 T > tm+n−2 (α) 时拒绝 H ′
0，否则不能拒绝 H ′

0；

3. h′′ : 当 |T | > tm+n−2

(α
2

)
时拒绝 H ′′

0 ，否则不能拒绝

H ′′
0 .
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成对比较两个正态总体均值差 构造新的样本 Zi = Xi − Yi，

并对 Z 的均值做假设检验.

正态总体方差的检验 设定假设

(1) H0 : σ
2 ⩾ σ2

0 ↔ H1 : σ
2 < σ2

0

(2) H ′
0 : σ

2 ⩽ σ2
0 ↔ H ′

1 : σ
2 > σ2

0

(3) H ′′
0 : σ2 = σ2

0 ↔ H ′′
1 : σ2 ̸= σ2

0

考虑统计量 χ2 =
(n− 1)S2

σ2
0

∼ χ2
n−1，水平为 α 的检验为

1. ϕ : 当 χ2 < χ2
n−1(1−α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0；

2. ϕ′ : 当 χ2 > χ2
n−1(α) 时拒绝 H ′

0，否则不能拒绝 H ′
0；

3. ϕ′′ : 当 χ2 < χ2
n−1

(
1− α

2

)
时拒绝 H ′′

0 ，否则不能拒绝

H ′′
0 .

两个正态分布总体方差比的检验 设定假设

(1) H0 :
σ2
1

σ2
2

⩾ b↔ H1 :
σ2
1

σ2
2

< b

(2) H ′
0 :

σ2
1

σ2
2

⩽ b↔ H ′
1 :

σ2
1

σ2
2

> b

(3) H ′′
0 :

σ2
1

σ2
2

= b↔ H ′′
1 :

σ2
1

σ2
2

̸= b

考虑统计量 F =
S2
1

bS2
2

∼ Fm−1,n−1，水平为 α 的检验为

1. φ : 当 F < Fm−1,n−1(1− α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝

H0；

2. φ′ : 当 F > Fm−1,n−1(α) 时拒绝 H ′
0，否则不能拒绝 H ′

0；

3. φ′′ : 当 F < Fm−1,n−1

(
1− α

2

)
时拒绝 H ′′

0 ，否则不能

拒绝 H ′′
0 .

比例 p 的检验 设 X 是 0−1 分布总体 B(1, p) 的一个样本.
关于 p 设定假设

(1) H0 : p ⩽ p0 ↔ H1 : p > p0

(2) H ′
0 : p ⩾ p0 ↔ H ′

1 : p < p0

(3) H ′′
0 : p = p0 ↔ H ′′

1 : p ̸= p0

考虑统计量 X =
n∑

i=1

Xi ∼ B(n, p)，由分布函数 Fp(C) =

C∑
i=1

Ci
np

i(1− p)n−i. 常见的对应的三个检验方法为

1. ψ : 当 X > C 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0. 其中 C

由下式决定

Fp0
(C)1− α

2. ψ′ : 当 X < C ′ 时拒绝 H ′
0，否则不能拒绝 H ′

0. 其中 C ′

由下式决定

Fp0
(C ′ − 1) = α

3. ψ′′ : 当 C1 ⩽ X ⩽ C2 时拒绝 H ′′
0 ，否则不能拒绝 H ′′

0 .
其中 C1, C2 由下式决定

Fp0
(C1 − 1) =

α

2
, Fp0

(C2) = 1− α

2

以检验 ψ 为例，实际上 C 作为整数不一定能取到，即 C 满

足

Fp0
(C) < 1− α < Fp0

(C + 1)

一种常见的随机化检验是 ψ0 : 当 X ⩽ C 时不拒绝 H0，当

X > C +1 时拒绝 H0，当 X = C +1 时，从 [0, 1] 中任取一

个随机数 u，若下式成立则拒绝 H0 否则不拒绝：

u >
1− α− Fp0

(C)

Fp0
(C + 1)− Fp0

(C)

似然比的检验 考虑假设

H0 : θ ∈ Θ0 ↔ H1 : θ ∈ Θ1 = Θ/Θ0

设样本 X 有联合概率质量函数 f(x; θ)，称下面统计量为上

述假设的似然比

LR(x) =
supθ∈Θ f(x; θ)

supθ∈Θ0
f(x; θ)

而一个似然比的检验可以写为：ϕ : 当 LR(x) > c 时拒绝原

假设 H0，否则不能拒绝 H0. 其中常数 c 由检验水平决定（此

时可以通过 LR(x) 的分布确定）

似然比的极限分布 设 dimΘ− dimΘ0 = t，则在原假设 H0

成立之下，当样本量 n→ ∞ 时有

P (2 lnLR(X) ⩽ x) = Fχ2
t
(x), ∀x ∈ R

p 值 抽象的定义 p 值为 P ( 得到和当前样本下检验统计量

T 之值一样或更计算值｜原假设下 )，对应的检验可以写为

ϕ : 当 p 值 < α 时，拒绝原假设.
例如正态总体均值的检验 H0 : µ = 2 ↔ H1 : µ > 2，

方差 σ2 = 1 已知，当前样本 X 的均值为 3.5. 和上述一样

考虑检验统计量 T =

√
n(X̄ − 2)

1
，当前样本下检验统计量为

tobs=3.5，故对应的 p 值写为 P (T ⩾ tobs|H0) = 1 − Φ(tobs)，

其中 H0 即代表 µ = 2 我们已代入检验统计量中.

非参数假设检验

理论分布完全已知且有限个取值的拟合优度检验 总体 X

的值域为 {a1, a2, . . . , ak}，抽取一个样本量为 n 的简单样本，

其中有 ni 次取 ai，则

Z =
k∑

i=1

n2
i

npi
− n

在原假设 H0 : P (X = ai) = pi, ∀i ↔ H1 : ∃j, P (X = aj) ̸=
pj 成立时，当 n → ∞，Z 的分布趋于自由度为 k − 1 的 χ2

分布. 对应的检验写为：

φ : 当 Z > χ2
k−1(α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0.

同时定义数据对理论分布的“拟合优度”

p(Z0) = P (Z ⩾ Z0) = 1− Fχ2
k−1

(Z0)

理论分布类型已知但含有有限个未知参数 总体 X 的值域

为 {a1, a2, . . . , ak}，但含有 r 个未知参数 θ1, θ2, . . . , θn (r <

k− 1). 抽取一个样本量为 n 的简单样本，其中有 ni 次取 ai，

则

Z =
k∑

i=1

n2
i

npi
− n

在原假设 H ′
0 : P (X = ai) = pi(θ1, θ2, . . . , θn), ∀i 成立时，当

n→ ∞，Z 的分布趋于自由度为 k − r − 1 的 χ2 分布. 对应

的检验写为：

ϕ : 当 Z > χ2
k−r−1(α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0.

列联表检验 检验属性 A,B 独立的假设 H0，我们设 A,B

分别处于水平 i, j 的样本数量为 ni,j，且 ni· =
b∑

k=1

nik, n·j =

a∑
k=1

nkj，则可以写出检验统计量

Z =

a∑
i=1

b∑
j=1

(nnij − ni·n·j)
2

nni·n·j
∼ χ2

(a−1)(b−1)

对应的检验写为

ψ : 当 Z > χ2
(a−1)(b−1)(α) 时拒绝 H0，否则不能拒绝 H0.



6 概率论与数理统计

随机变量分布及其数字特征

离散随机变量

分布名称 概率质量函数 (pmf) 期望 方差

0− 1 分布 P (X = 1) = p p

二项分布 X ∼ B(n, p) P (Xr = k) = Ck
np

k(1− p)k = b(n, p, k) np np(1− p)

负二项分布（Pascal 分布）X ∼ NB(n, p) P (X = k) = Cr−1
k−1p

r(1− p)k−r = nb(r, p, k)
n

p

Poisson 分布 X ∼ P (λ) P (X = k) = e−λλ
k

k!
λ λ

连续随机变量

分布名称 概率密度函数 (pdf) 期望 方差

均匀分布 X ∼ U(a, b) f(x) =
1

b− a
I(a,b)(x)

a+ b

2

b− a

12

指数分布 X ∼ Exp(λ) f(x) = λe−λI(0,∞)(x) λ−1 λ−2

正态分布 X ∼ N(µ, σ2) f(x) =
1√
2πσ

exp
{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R µ σ2

Cauchy 分布 f(x) =
1

π(1 + x2)
不存在

多维（二元）随机变量

二元分布名称 联合概率密度函数 (pdf) 期望 方差 相关系数

均匀分布 f(x, y) =
1

|G|
IG(x, y)，G 为面积为 |G| ̸= 0 的有界区域 / / /

二元正态分布 X ∼ N(a, b, σ2
1 , σ

2
2 , ρ) f(x, y) =

1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[
(x− a)2

σ2
1

− 2ρ
(x− a)(y − b)

σ1σ2
+

(y − b)2

σ2
2

]}
EX = a, EY = b VarX = σ2

1 , VarY = σ2
2 ρ

n 元正态分布 f(x) =
1√

(2π)n|A|
exp

{
−1

2
(x− µ)⊤A−1(x− µ)

}
, Aij = ρijσiσj EXi = µi VarXi = Aii Cov(Xi, Xj) =

Aij

σiσj

课本涉及的典型问题

第一章：事件及其概率

1. Bertrand 悖论

2. 敏感性问题调查

3. 波利亚罐子模型

4. 核酸检测 (Bayes)

5. 小概率事件

6. 两两独立而不相互独立

7. 递推法

8. 配对问题

9. 贝叶斯公式与垃圾邮件识别

10. 三门问题

第二章：随机变量及其分布

1. 数字通信及可靠性

2. 标记重捕模型

3. Banach 火柴问题

4. 负二项分布的 Poisson 近似

5. Weibull 分布

第三章：所谓随机变量及其分布

1. 会面问题

2. 独立随机变量的和（卷积）

3. 指数分布随机变量的和与差

4. 正态分布随机变量的和

5. 独立随机变量商的商

6. Cauchy 分布

7. 最大值和最小值的分布

8. 系统可靠性研究

9. Simpson 悖论

第四章：随机变量的数字特征和极限定理

1. 巴格达窃贼问题

2. 随机变量标准化

3. 偏度系数和峰度系数

4. 超几何分布的期望

5. 配对问题

6. 游程问题

第五章：统计学基本概念

1. X ∼ U(0, θ) 总体抽取的简单样本中，统计量 X(n) 的抽

样分布

2. Γ 分布

第六章：参数点估计

1. 总体标准差的无偏估计

2. 德军坦克问题

第七章：区间估计

1. “足球赛会杀人”巧合

、

第八章：假设检验

1. 符号检验

2. 置信区间和假设检验之间的关系

3. 多重假设检验

⋆ 祝考试顺利！⋆


