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Chapter 2

静电场

1. 一个半径为 R 的电介质球，极化强度 P = K
r

r2
，电容率为 ϵ.

(1) 计算束缚电荷的体密度和面密度；

(2) 计算自由电荷体密度；

(3) 计算球外和球内的电势；

(4) 求该带电介质球产生的静电场总能量.

解：

(1) 束缚电荷体密度和面密度：

体密度：

ρP = −∇ · P = −K∇ · r

r2
= −K

(
∇ 1

r2
· r +

1

r2
∇ · r

)
= −K

r2

面密度（球外无极化，P2 = 0）：

σP = n · P1|R = er ·K
r

r2

∣∣∣
R
=

K

R

(2) 自由电荷体密度：

由 D = ϵE 及 D = ϵ0E + P 得

D =
ϵP

ϵ− ϵ0

ρf = ∇ ·D =
ϵ

ϵ− ϵ0
∇ · P =

ϵK

(ϵ− ϵ0)r2
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(3) 球外和球内的电势：

球外电场（r > R）由高斯定理得：

Eout · 4πr2 =
1

ϵ0

ˆ R

0

ϵK

(ϵ− ϵ0)r2
· 4πr2dr = 4πϵKR

ϵ0(ϵ− ϵ0)

Eout =
ϵKR

ϵ0(ϵ− ϵ0)r2
er

球外电势：

ϕout =
ϵKR

ϵ0(ϵ− ϵ0)r

球内电场（r < R）：

Ein =
K

(ϵ− ϵ0)

r

r2

球内电势：

ϕin =

ˆ R

r

Ein · dr + ϕout(R) =
ϵK

ϵ0(ϵ− ϵ0)
+

K

ϵ− ϵ0
ln R

r

(4) 总静电场能量：

总能量为 W =

ˆ
1

2
D ·EdV。

球内能量：

Win = 2πϵR

(
K

ϵ− ϵ0

)2

球外能量：

Wout =
2πϵ2RK2

ϵ0(ϵ− ϵ0)2

总能量：

W = Win +Wout = 2πϵR

(
1 +

ϵ

ϵ0

)(
K

ϵ− ϵ0

)2
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2. 在均匀外电场 E0 中置入半径为 R0 的导体球，试用分离变数法求：

(1) 导体球接电池，保持电势 Φ0；

(2) 导体球带总电荷 Q.

解：

(1) 导体球接电池，保持电势 ϕ0：

定解条件：

∇2Φ = 0 (R > R0)

Φ|R=R0 = Φ0

Φ|R→∞ = −E0R cos θ + φ0

通解为

Φ =
∞∑
n=0

(anR
n +

bn
Rn+1

)Pn(cos θ)

代入边界条件得：

Φout = −E0R cos θ + φ0 +
(Φ0 − φ0)R0

R
+

E0R
3
0

R2
cos θ

(2) 导体球带总电荷 Q：

边界条件变为

−
˛

ϵ0
∂Φ

∂R
ds = Q

解得：

Φout = φ0 − E0R cos θ + Q

4πϵ0R
+

E0R
3
0

R2
cos θ

球内电势为常数：

Φin =
Q

4πϵ0R0

− φ0
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3. 均匀介质球中心置一点电荷 Qf，球的电容率为 ε，球外为真空，用分离变数法求空

间电势，把结果与使用高斯定理所得结果比较.
解：

高斯法：

球外（R > R0）：

E =
Qf

4πϵ0R2
er, ϕ =

Qf

4πϵ0R

球内（R < R0）：

E =
Qf

4πϵR2
er, ϕ =

Qf

4πϵR
+

Qf

4πR0

(
1

ϵ0
− 1

ϵ

)
分离变量法：

电势由点电荷电势与极化电荷电势 ϕ′ 叠加。设：

ϕin =
Qf

4πϵR
+ a, ϕout =

Qf

4πϵR
+

b

R

利用边界条件在 R = R0 处 ϕin = ϕout 及 ϵ
∂ϕin

∂R
= ϵ0

∂ϕout

∂R
。

解得：

b =
Qf

4π

(
1

ϵ0
− 1

ϵ

)
, a =

Qf

4πR0

(
1

ϵ0
− 1

ϵ

)
结果与高斯法完全一致。

4. 均匀介质球（电容率为 ϵ1）中心置一自由电偶极子 pf，球外充满了另一种介质（电

容率为 ϵ2），求空间各点的电势和极化电荷分布.
解：

设定解形式：

ϕ =
pf ·R
4πϵ1R3

+ ϕ′

球内：

ϕ1 =
pf cos θ
4πϵ1R2

+ A1R cos θ

球外：

ϕ2 =
pf cos θ
4πϵ1R2

+
B1

R2
cos θ

由边界条件在 R = R0 处 ϕ1 = ϕ2 连续及 Dn 连续，解得：

A1 =
2(ϵ1 − ϵ2)pf

4πϵ1(ϵ1 + 2ϵ2)R3
0

, B1 =
(ϵ1 − ϵ2)pf

4πϵ1(ϵ1 + 2ϵ2)
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极化面电荷密度：

σP =

[
(ϵ2 − ϵ0)

∂ϕ2

∂R
− (ϵ1 − ϵ0)

∂ϕ1

∂R

]
R=R0

= −3ϵ0(ϵ1 − ϵ2)pf cos θ
2πϵ1(ϵ1 + 2ϵ2)R3

0

5. 空心导体球壳内外半径为 R1 和 R2，球心置一偶极子 p，球壳上带电 Q，求空间各

点电势和电荷分布.
解：

各区域电势：

区域 1（r < R1）：

ϕ1 =
p · r
4πϵ0r3

− p · r
4πϵ0R3

1

+
Q

4πϵ0R2

区域 2（R1 < r < R2）：导体内部为等势体

ϕ2 =
Q

4πϵ0R2

区域 3（r > R2）：由高斯定理，偶极子对球外电场贡献为零（感应电荷抵消）

ϕ3 =
Q

4πϵ0r

电荷分布：

内表面 r = R1 感应电荷面密度：

σind = −3p cos θ
4πR3

1

外表面 r = R2 自由电荷均匀分布：

σf =
Q

4πR2
2

6. 在均匀外电场 E0 中置入一带均匀自由电荷 ρf 的绝缘介质球（电容率为 ϵ），求空

间各点的电势.
解：

球内（r < R0）：

ϕin =
ρf
6ϵ

(R2
0 − r2)− 3ϵ0E0

ϵ+ 2ϵ0
r cos θ + ρfR

2
0

3ϵ0
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或简化形式：

ϕin = −ρfr
2

6ϵ
− 3ϵ0E0r cos θ

ϵ+ 2ϵ0
+ C0

球外（r > R0）：

ϕout = −E0r cos θ + E0R
3
0(ϵ− ϵ0)

r2(ϵ+ 2ϵ0)
cos θ + ρfR

3
0

3ϵ0r

利用边界条件 r = R0 处的 ϕ 与 Dn 连续方程联立解出系数 B0, B1, C0, C1，得最终

结果。

球外电势包含点电荷项、偶极子感应项和外场项；球内电势包含体电荷贡献项和极

化后的均匀场项。

7. 在一个很大的电解槽中充满电导率为 σ2 的液体，使其中流着均匀的电流 Jf0. 今在
液体中置入一个电导率为 σ1 的小球，求稳恒时电流分布和面电荷分布，讨论 σ1 ≫ σ2

及 σ2 ≫ σ1 两种情况的电流分布特点.
解：

首先求空间电势。由于是稳衡电流，满足 ∇2ϕ = 0。

边界条件为：在 r = R0 处 ϕ1 = ϕ2 且 σ1
∂ϕ1

∂r
= σ2

∂ϕ2

∂r
当 r → ∞ 时，ϕ2 → −E0r cos θ，其中

Jf0 = σ2E0

解得电势分布为：
ϕ1 = − 3σ2

σ1 + 2σ2

E0r cos θ, r < R0

ϕ2 = −E0r cos θ + E0R
3
0

(
σ1 − σ2

σ1 + 2σ2

)
cos θ
r2

, r > R0

电流密度 J = σE = −σ∇ϕ：

球内电流为均匀分布：

Jin =
3σ1

σ1 + 2σ2

Jf0

球外电流：

Jout = Jf0 +
(σ1 − σ2)R

3
0

σ1 + 2σ2

[
3(Jf0 · r)r

r5
− Jf0

r3

]
面电荷分布：

ωf = ϵ0(E2n − E1n) =
3(σ1 − σ2)ϵ0Jf0 cos θ

(σ1 + 2σ2)σ2

.

(1) 若 σ1 ≫ σ2（良导体球）：则 Jin ≈ 3Jf0，电流向球内集中。

(2) 若 σ2 ≫ σ1（绝缘球）：则 Jin ≈ 0，电流绕过小球。
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8. 半径为 R0 的导体球外充满均匀绝缘介质 ϵ，导体球接地，离球心 a 处 (a > R0) 置
一点电荷 Qf . 试用分离变数法求空间各点电势，证明所得结果与镜像法结果相同.
证明：

(1) 分离变数法：
球外电势分解为：

ϕ =
Qf

4πϵR
+ ϕ′

其中 ϕ′ 是感应电荷产生的电势。

在 R0 < r < a 区域，展开为：

ϕ =
Qf

4πϵa

∞∑
l=0

(r
a

)l

Pl(cos θ) +
∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl(cos θ)

由 r = R0 时 ϕ = 0 的边界条件得：

Bl = −R2l+1
0

al
Qf

4πϵa

(2) 镜像法：
像电荷电量和位置为：

Q′ = −R0

a
Qf , r0 =

R2
0

a

空间电势为：

ϕ =
1

4πϵ

[
Qf√

r2 + a2 − 2ar cos θ
+

Q′√
r2 + r20 − 2rr0 cos θ

]
将此式按勒让德级数展开，结果与分离变数法完全一致。

9. 接地的空心导体球内外半径为 R1 和 R2，在球内离球心 a (a < R1)处点电荷 Q，用

镜像法求电势. 感应电荷有多少？分布在内表面还是外表面？
解：

由于球壳接地，导体内及球外电势恒为 0。球内电势只需满足在 r = R1 处为 0。
利用镜像法，设置像电荷：

Q′ = −R1

a
Q, r0 =

R2
1

a

球内电势（r < R1）为：

ϕ =
1

4πϵ0

 Q√
r2 + a2 − 2ra cos θ

− QR1/a√
r2 +

R4
1

a2
− 2R2

1r

a
cos θ


感应电荷总量为 −Q，全部归于内表面，外表面无感应电荷。
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10. 上题导体球壳不接地，而是带总电荷 Q0（或电势 ϕ0），或使其有确定电势 φ0，试

求这两种情况的电势. 又问 ϕ0 与 Q0 满足何种关系时，两种情况的解是相等的？

解：

球壳是等势体。球内电势由点电荷 Q、像电荷 Q′ 以及球壳整体贡献的附加电势叠

加而成。

球壳整体电势为：

ϕshell =
Q+Q0

4πϵ0R2

(1) 已知 Q0 时，球内（r < R1）电势为：

ϕ = ϕimage +
Q+Q0

4πϵ0R2

− Q′

4πϵ0R1

(2) 球外（r > R2）由高斯定理得：

ϕout =
Q+Q0

4πϵ0r

当 ϕ0 =
Q+Q0

4πϵ0R2

时，两种情况的解相同。

11. 接地导体平面上有一半径为 a 的半球凸部，半球的球心在导体平面上，点电荷 Q

位于对称轴上，并与平面相距为 b (b > a) 处，试用电像法求空间电势.
解：

本系统需要构造三个镜像电荷来满足导体平面和半球面电势为 0 的边界条件：

(1) 关于球面的镜像：Q1 = −a

b
Q，位于 r1 =

a2

b
；

(2) 关于平面的镜像：Q3 = −Q，位于 r3 = −b；

(3) 镜像电荷 Q1 关于平面的镜像：Q2 =
a

b
Q，位于 r2 = −a2

b
。

空间电势为这四个电荷（含原电荷）产生电势的叠加。

12. 有一点电荷 Q 位于两个互相垂直的接地导体平面围成的直角空间内，到两平面距

离为 a 和 b，求空间电势.
解：

利用镜像法，在四个象限分别放置电荷：

(1) 第一象限：原电荷 Q，坐标 (a, b, z0)；

(2) 第二象限：镜像电荷 −Q，坐标 (−a, b, z0)；
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(3) 第四象限：镜像电荷 −Q，坐标 (a,−b, z0)；

(4) 第三象限：镜像电荷 Q，坐标 (−a,−b, z0)。

空间电势为：

ϕ =
Q

4πϵ0

4∑
i=1

qi
|r − ri|

该解满足 y = 0 和 z = 0 平面上电势为 0 的边界条件。

13. 设有两平面围成的直角形无穷容器，其内充满电导率为 σ 的液体. 取两平面为 xz

面和 yz 面，在 (x0, y0, z0) 和 (x0, y0,−z0) 两点分别置正负电极并通以电流 I，求导电液

体中的电势.
解：

在恒定电流场中，可以类比静电场处理。在 A 点 (x0, y0, z0) 注入电流 I，对应有效

电荷 Q =
Iϵ

σ
；在 B 点 (x0, y0,−z0) 抽出电流 I，对应电荷 −Q = −Iϵ

σ
。

由于容器壁（x = 0 和 y = 0）满足 jn = 0，即 En = 0，这要求在该边界上电势的

法向导数为零。

通过镜像法，需在四个象限对称放置 8 个点电荷（A 点 4 个，B 点 4 个）以满足边
界条件：

(1) 对于 A点，在 (x0, y0, z0), (−x0, y0, z0), (x0,−y0, z0), (−x0,−y0, z0)各放置一个 +Q；

(2) 对于 B 点，在对应的 z = −z0 平面位置各放置一个 −Q。

最终电势为这 8 个点电荷产生电势的叠加：

ϕ(x, y, z) =
I

4πσ

8∑
i=1

±1

|r − ri|

14. 画出函数 dδ(x)
dx 的图，说明 ρ = −(p · ∇)δ(r) 是一个位于原点的偶极子的电荷密

度.
解：

δ(x) 在 x = 0 处无穷大，其他地方为 0。其微商定义为：

dδ(x)
dx = lim

∆x→0

δ(x+∆x)− δ(x)

∆x

性质：

(1) 当 x ̸= 0 时，
dδ(x)

dx = 0；
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(2) 当 x → 0− 时，函数趋向 +∞；当 x → 0+ 时，函数趋向 −∞。

图像表现为在原点左侧极窄的无限正脉冲和右侧极窄的无限负脉冲的叠加，这恰好

描述了两个相距极近、电量无限大的异号点电荷组成的系统，即位于原点的点偶极子。

15. 证明：

(1) δ(ax) =
1

a
δ(x)，（a > 0）（若 a < 0，结果如何？）；

(2) xδ(x) = 0.

证明：

(1) 可以证明 δ(ax) =
1

|a|
δ(x)：

根据 δ[g(x)] =
∑
k

δ(x− xk)

|g′(xk)|
，其中 g(x) = ax 只有一个零点 x1 = 0，且 g′(0) = a。

因此：

δ(ax) =
δ(x)

|a|

(2) 证明 xδ(x) = 0：

对于任意良函数 f(x)，有
ˆ

f(x)[xδ(x)]dx = [xf(x)]
∣∣∣
x=0

= 0

根据 δ 函数的定义，得

xδ(x) = 0

16. 一块极化介质的极化矢量为 P (x′)，根据偶极子静电势的公式，极化介质所产生的

静电势为

φ =

ˆ
V

P · r
4πϵ0r3

dV ′

另外，根据极化电荷公式 ρP = −∇ ·P 及 ωP = P ·n，极化介质产生的电势又可表示为

φ = −
ˆ
V

∇′ · P
4πϵ0r

dV ′ +

˛
S

P · dS′

4πϵ0r

证明以上两表达式是相同的.
证明：

利用恒等式：

P · ∇′1

r
= ∇′ ·

(
P

r

)
− 1

r
∇′ · P
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由于 ∇′1

r
=

r

r3
，代入第一式：

ϕ =
1

4πϵ0

ˆ
V

P · ∇′1

r
dV ′ =

1

4πϵ0

[ˆ
V

∇′ ·
(
P

r

)
dV ′ −

ˆ
V

∇′ · P
r

dV ′
]

应用高斯定理将第一项体积分转为面积分：
ˆ
V

∇′ ·
(
P

r

)
dV ′ =

˛
S

P · n
r

dS ′

即得证两式等同：

ϕ =

ˆ
V

P · r
4πϵ0r3

dV ′ = −
ˆ
V

∇′ · P
4πϵ0r

dV ′ +

˛
S

P · dS′

4πϵ0r

17. 证明下述结果，并熟悉面电荷和面偶极层两侧电势和电场的变化.

(1) 在面电荷两侧，电势连续但法向微商有跃变；

(2) 在面偶极层两侧，电势有跃变

ϕ2 − ϕ1 =
n · P
ϵ0

但电势的法向微商是连续的.

证明：

(1) 面电荷两侧：电势连续但法向微商有跃变

面电荷密度为 σ。取跨越表面的扁盒做高斯面，得：

E2n − E1n =
σ

ϵ0

由于 E = −∇ϕ，则：
∂ϕ1

∂n
− ∂ϕ2

∂n
=

σ

ϵ0

存在跃变。电势 ϕ 为场强的积分，在跨越面时积分路径趋于零，故电势连续。

(2) 面偶极层两侧：电势有跃变但法向微商连续

面偶极层由两层等量异号面电荷 ±σ 组成，间距 l → 0。层内场强 E =
σ

ϵ0
。

电势差：

ϕ2 − ϕ1 =

ˆ
E · dl = lim

l→0

σ

ϵ0
l =

P

ϵ0

而在偶极层外，正负电荷产生的电场抵消，故法向微商（场强）连续。
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18. 一半径为 R0 的球面，在球坐标 0 < θ < π/2的半球面上电势为 ϕ0，在 π/2 < θ < π

的半球面上电势为 −ϕ0，求空间各点电势.
解：

这是一个具有球对称性的拉普拉斯方程定解问题。球内通解为：

ϕ =
∑
l

Alr
lPl(cos θ)

利用边界条件 f(θ) 进行勒让德展开，系数为：

AlR
l
0 =

2l + 1

2

ˆ 1

−1

f(x)Pl(x)dx

由于 f(x) 是奇函数，当 l 为偶数时 Al = 0。

当 l 为奇数时，利用提示公式计算得：

Al =
ϕ0

Rl
0

(−1)
l−1
2
(l − 2)!!

(l + 1)!!
(2l + 1)

最终空间电势为：

球内（r < R0）：

ϕ =
∑

l=1,3,...

Alr
lPl(cos θ)

球外（r > R0）：

ϕ =
∑

l=1,3,...

AlR
2l+1
0

rl+1
Pl(cos θ)

19. 上题能用格林函数方法求解吗？结果如何？
解：

可以使用格林函数方法求解. 对于球面边界条件，适用的格林函数为满足

∇2G(r, r′) = −4πδ(r − r′)

且 G 在球面 r = R0 上满足 G(R0, θ, ϕ; r
′, θ′, ϕ′) = 0 的函数.
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