
重整化宇宙学微扰论
Renormalized Cosmological Perturbation Theory

Martín Crocce Román Scoccimarro

arXiv:astro-ph/0509418v2

Center for Cosmology and Particle Physics,
Department of Physics, New York University, New York, NY 10003

摘要

我们沿着引力成团随时间逐步发展的动力学过程，建立了一种研究大尺度结构增长中非线性演化的
新形式体系。这一方法可以方便地用费曼图表示，而这些图由三类对象构成：初始条件（例如扰动谱）、
顶点（描述非线性）和传播子（描述线性演化）。我们证明，线性功率谱的圈修正可以归为两类图：一类
对应模耦合效应，另一类对应传播子的重整化。对后一类图进行重求和，可得到一个随尺度变化、衡量
扰动对初始条件的记忆的量。由此，我们证明可以得到一种良好定义的（重整化）微扰论：剩余模耦合
级数中的每一项都在某个特征尺度上占主导，而在其他尺度上处于次要地位。这与标准微扰论不同；在
标准微扰论中，不同的圈修正在非线性区域可能变得同样大。在配套论文中，我们将传播子的重求和结
果与数值模拟比较，并将这些结果用于计算非线性功率谱。值得注意的是，重整化微扰论中的表达式可
以写成与暗晕模型十分相似的形式。

ABSTRACT

We develop a new formalism to study nonlinear evolution in the growth of large-scale structure,
by following the dynamics of gravitational clustering as it builds up in time. This approach is
conveniently represented by Feynman diagrams constructed in terms of three objects: the initial
conditions (e.g. perturbation spectrum), the vertex (describing non-linearities) and the propagator
(describing linear evolution). We show that loop corrections to the linear power spectrum organize
themselves into two classes of diagrams: one corresponding to mode-coupling effects, the other to a
renormalization of the propagator. Resummation of the latter gives rise to a quantity that measures
the memory of perturbations to initial conditions as a function of scale. As a result of this, we
show that a well-defined (renormalized) perturbation theory follows, in the sense that each term
in the remaining mode-coupling series dominates at some characteristic scale and is subdominant
otherwise. This is unlike standard perturbation theory, where different loop corrections can become
of the same magnitude in the nonlinear regime. In companion papers we compare the resummation
of the propagator with numerical simulations, and apply these results to the calculation of the
nonlinear power spectrum. Remarkably, the expressions in renormalized perturbation theory can
be written in a way that closely resembles the halo model.
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1 引言：改进微扰论 3

1 引言：改进微扰论

密度扰动（density perturbation）和速度扰动（velocity perturbation）的增长是宇宙学的一项
基本结果，可用于检验宇宙的基本性质，例如暗物质和暗能量的含量。我们已经很好地理解了扰动
的线性和弱非线性增长，并由此得到了功率谱（power spectrum）和高阶统计量随时间变化的大尺
度渐近形式（用图示微扰论的语言来说，就是树图级振幅（tree-level amplitudes） [1]）；相比之下，
我们对这些结果的非线性修正（“圈修正”（loop corrections） [2]）的理解则没有那么充分（综述见
文献 [3]）。
微扰论（perturbation theory，以下简称 PT）的标准方法，是按扰动振幅的幂次展开来求解运

动方程。在进行树图级 PT时，这一方法有充分依据，因为此时我们主要关心的是渐近行为（即大尺
度极限，在该极限下扰动振幅远小于一）。然而，当我们接近非线性尺度、圈修正变得越来越重要时，
这一方法的有效性就不那么明确了。部分原因在于，宇宙学 PT 并不是具有小耦合常数意义上的标
准 PT；它的有效性取决于所考察的尺度、红移、初始扰动谱的类型以及统计量。例如，对于在大尺
度上具有显著功率的初始谱（见文献 [3] 的图 13），或对于高红移处的冷暗物质（cold dark matter，
CDM）模型，仅在线性功率谱上加入单圈（one-loop）修正，就能与数值模拟取得很好的符合。另
一方面，在红移 z ≈ 0、非线性尺度处的有效谱指数变为 neff ≃ −1 时，对于 k ≤ 0.2 hMpc−1，单
圈 PT 的偏差可达 20%（见文献 [4] 的图 6）。双谱（bispectrum）也有类似的结果 [5]。

本文沿用文献 [6] 最初提出的思想，旨在将 PT 改写成另一种形式，以帮助理解无穷微扰级数
中不同贡献的物理意义。具体而言，我们证明，不同类别的图可以归并为少数几个特征量；其中对
于改进 PT 最重要的是非线性传播子（nonlinear propagator），它随尺度变化，衡量扰动对其初始条
件的记忆。当无穷多个图通过重求和（resummation）被吸收到这一量中之后，剩余的（仍为无穷多
个）图构成一个良好定义的展开：每个含 ℓ 个圈的项都对应 ℓ + 1 个模的耦合效应，并在一个狭窄
的尺度范围内占主导。
为了说明这些思想，并希望借此激发读者阅读本文其余部分的兴趣（对于不熟悉场论方法的读

者，其余部分的技术性相当强），我们先快速计算 Zel’dovich 近似（Zel’dovich approximation）中
的非线性功率谱。这一计算可以很好地说明（标准）PT 与本文建立的重整化微扰论（renormalized
perturbation theory，以下简称 RPT）在非线性尺度上的行为差异。在 Zel’dovich 近似 [7] 中，粒
子从其初始（拉格朗日）位置 q 出发的轨迹为 x = q +Ψ(q)，其中 Ψ(q) 是位移场（displacement
field）。物质密度扰动定义为 δ(x) ≡ ρ(x)/ρ̄− 1，利用质量守恒关系 [1 + δ(x)]d3x = d3q，可在傅里
叶空间中将其写为

δ(k) ≡
∫

d3x

(2π)3
δ(x) eik·x =

∫
d3q

(2π)3
eik·q [

eik·Ψ(q) − 1
]
, (1)

由此，对于定义为 P (k) δD(k + k′) ≡ ⟨ δ(k)δ(k′) ⟩ 的功率谱，有

P (k) =

∫
d3r

(2π)3
eik·r [

⟨eik·∆Ψ⟩ − 1
]
, (2)

其中我们引入了 r ≡ q − q′、∆Ψ ≡ Ψ(q) − Ψ(q′)，并利用了由式 (1) 得到的 ⟨eik·Ψ⟩ = 1。在
Zel’dovich 近似中，位移满足 Ψ = −i(k/k2)δL，其中 δL 表示傅里叶空间中的线性密度扰动。此外，
对于高斯初始条件（Gaussian initial conditions），Ψ 是高斯随机场（Gaussian random field），因此
⟨eik·∆Ψ⟩ = e− 1

2 ⟨(k·∆Ψ)2⟩；利用这一关系，可将式 (2) 改写为

P (k) =

∫
d3r

(2π)3
eik·r [

e−[k2σ2
v−I(k,r)] − 1

]
, (3)
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图 1: Zel’dovich 近似中非线性功率谱的 PT（左）与 RPT（右）圈展开的比较。Pnl 表示非线性功
率谱的精确结果，即式 (3)，而 P

(ℓ)
PT（P

(ℓ)
RPT）表示 PT（RPT）中的 ℓ 圈修正。虚线表示负值。RPT

中对传播子的重求和使微扰展开即使在非线性区域也有良好定义，这与 PT 的情形不同。

其中 I(k, r) ≡
∫
d3q (k · q)2 cos(q · r)PL(q)/q

4，而 σ2
v = I(k, 0)/k2 是位移场的方差（也是线性理论

中的一维速度弥散（velocity dispersion））。式 (3) 就是 Zel’dovich 近似中非线性功率谱与线性功率
谱之间众所周知的关系 [8]。尽管它对功率谱的描述并不好（非线性功率小于线性功率），但像式 (3)
这样的精确解有助于说明 PT与 RPT的差异。在 PT中，我们基本上是按线性谱的振幅展开，因此

P (k) =

∫
d3r

(2π)3
eik·r

∞∑
n=1

(−1)n

n!
[k2σ2

v − I(k, r)]n ≡
∞∑
ℓ=0

P
(ℓ)
PT(k), (4)

其中 n = 1 的项给出线性谱（树图级，零圈，即 ℓ = 0），n = 2 的项给出单圈（ℓ = 1）修正，依此
类推。图 1 的左图展示了 ℓ = 0, 1, 2, 3 时的 P

(ℓ)
PT(k)；所采用的 CDM 模型归一化为 σ8 = 0.9，形状

参数为 Γ = 0.175，非线性尺度为 knl ≃ 0.2hMpc−1。实线表示正贡献，虚线表示负贡献。注意，在
足够大的尺度上，正如预期，只有线性谱（ℓ = 0）有贡献；但当接近非线性尺度时，不同的圈修正
变得同阶，且彼此之间存在显著抵消。至少对于某些初始谱，在精确动力学的 PT 中也曾发现类似
的行为，例如见文献 [9]。

正如后文将详细讨论的，在 RPT 中，我们尝试进行的重求和之一，是对传播子（propagator）
的一类无穷多个图求和；在 Zel’dovich 近似中，这一类图对应式 (3) 中的因子 e−k2σ2

v（将在第 3.3.2
节说明）。剩余的无穷级数对应于

P (k) =

∫
d3r

(2π)3
eik·r e−k2σ2

v

∞∑
n=1

[I(k, r)]n
n!

≡
∞∑
ℓ=0

P
(ℓ)
RPT(k), (5)

其 ℓ = 0, 1, 2, 3 的各项展示在图 1 的右图中。可以看到，这一部分重求和使所得微扰展开的行为发
生了显著变化：后续各项依次在越来越小的尺度上占主导，而且各项之间没有抵消（所有贡献均为
正）。此外，正如后文将讨论的，RPT 还使我们能够从物理上理解不同的贡献：求和表示 n 个模耦
合的贡献（n 越大，功率的产生就移向越小的尺度），而衰减的指数因子表示傅里叶模的振幅和相位
与从初始条件出发的线性演化结果之间的差异。事实上，很容易看出，式 (5) 可以改写为
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P (k) = e−k2σ2
v

∞∑
n=1

n!

∫
δD(k − q1...n)

[
Fn(q1, . . . ,qn)

]2
PL(q1)d

3q1 . . . PL(qn)d
3qn, (6)

其中 q1...n = q1 + . . . + qn，Fn 表示 Zel’dovich 近似中的 PT 核［定义见式 (10–13)；该近似中的
形式见后文的式 (36)］。求和对应所有模耦合图（带有适当的 n! 权重），而用标准 PT 的语言所说
的所有“蝌蚪图”（tadpole diagrams） [10] 都被求和吸收到前面的指数因子中。这个传播子重整化
因子等于 ⟨Dδ(k)/DδL(k)⟩/D+ = exp(−k2σ2

v/2) 的平方，其中 D 在这里表示泛函导数（functional
derivative）1，D+ 是线性增长因子（linear growth factor）。指数衰减源于对线性演化的偏离（推导
见第 3.3.2 节），而衰减长度（此处为 σ−1

v ≃ 0.16hMpc−1）定义了一个特征尺度，在该尺度上，单
个傅里叶模不再像线性 PT 中那样演化。PT 中的负贡献（见图 1 的左图）是将传播子重整化作幂
级数展开所产生的结果；随着 k 增大，这些项变得很大，除非对整个无穷级数求和，否则就会导致
PT 失效。注意，式 (6) 中 n = 1 的项对 P (k) 的贡献正比于线性谱，即 e−k2σ2

vPL(k)。因此，若线
性谱在某个尺度 kc 处截断［对于 k > kc，PL(k) = 0］，那么传播子重整化所包含的非线性效应不会
在 k > kc 处产生功率。正是在这个意义上，n ≥ 2 的各项包含了模与模之间的耦合。
总之，在 RPT 中，从微扰级数中识别出传播子这样的物理量，有助于解决 PT 在非线性区域

缺乏收敛性的问题。还应注意，图 1 中 RPT 的行为与暗晕模型（halo model）对功率谱的描述相
似；我们将在下文第 5 节探讨这些相似之处。

本文其余部分安排如下。下一节回顾 PT 的标准结果，并介绍建立 RPT 所需的另一种表述。
第 3 节将前一节的结果用于计算统计量，特别是功率谱和非线性传播子。第 4 节推导 RPT 的主要
结果，第 5 节讨论 RPT 与暗晕模型之间的联系。结论见第 6 节。

2 动力学

2.1 标准形式

为使讨论完整，我们先回顾傅里叶空间中运动方程的标准形式，以及它们在标准 PT中的解，再
介绍一种新方法。这种方法有助于我们更好地理解微扰级数中的不同项，从而便于进行重求和。
我们在单流近似（single-stream approximation）下研究冷暗物质（CDM）的演化。此时，相

关运动方程包括质量守恒、动量守恒和泊松方程（例如见文献 [11]）。与这一近似一致，我们假设
速度场无旋，于是引力不稳定性（gravitational instability）可以完全用密度反差（density contrast）
δ(x, τ) = ρ(x, τ)/ρ̄−1和本动速度散度 θ ≡ ∇·v描述。定义共形时间（conformal time）τ =

∫
dt/a，

其中 a(τ) 是宇宙学尺度因子，以及共形膨胀率（conformal expansion rate）H ≡ d ln a/dτ，傅里叶
空间中的运动方程变为 [12–14]

∂δ̃(k, τ)
∂τ

+ θ̃(k, τ) = −
∫
d3k1d

3k2 δD(k − k1 − k2)α(k1,k2) θ̃(k1, τ) δ̃(k2, τ), (7)

∂θ̃(k, τ)
∂τ

+H(τ)θ̃(k, τ) + 3

2
Ωm(τ)H2(τ)δ̃(k, τ)

= −
∫
d3k1d

3k2 δD(k − k1 − k2)β(k1,k2) θ̃(k1, τ) θ̃(k2, τ).

(8)

右端的非线性相互作用导致不同傅里叶模之间的耦合，其耦合函数为
1在下文各节中，当不会与密度场扰动混淆时，我们用 δ 表示泛函导数。
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α(k1,k2) ≡
(k1 + k2) · k1

k21
, β(k1,k2) ≡

|k1 + k2|2(k1 · k2)

2k21k
2
2

.

式 (7) 和 (8) 适用于任意按 Friedmann 方程演化的均匀、各向同性宇宙。为简单起见，这里我们只
考虑 Ωm = 1、ΩΛ = 0 的 Einstein–de Sitter 模型。因此，这些方程可以在形式上通过如下微扰展开
求解：

δ̃(k, τ) =
∞∑

n=1

an(τ)δn(k), θ̃(k, τ) = −H(τ)
∞∑

n=1

an(τ)θn(k), (9)

其中只保留增长最快的模（下文将讨论如何推广到完整的时间依赖）。运动方程，即式 (7–8)，将
δn(k) 和 θn(k) 确定为线性涨落的函数：

δn(k) =
∫
d3q1 . . .

∫
d3qn δD(k − q1...n)Fn(q1, . . . ,qn)δ0(q1) . . . δ0(qn), (10)

θn(k) =
∫
d3q1 . . .

∫
d3qn δD(k − q1...n)Gn(q1, . . . ,qn)δ0(q1) . . . δ0(qn), (11)

其中 Fn 和 Gn 是关于波矢 {q1, . . . ,qn} 的零次齐次函数。它们由基本模耦合函数按如下递推关系
构造 [13]：

Fn(q1, . . . ,qn) =
n−1∑
m=1

Gm(q1, . . . ,qm)

(2n+ 3)(n− 1)

[
(2n+ 1)α(k1,k2)Fn−m(qm+1, . . . ,qn)

+2β(k1,k2)Gn−m(qm+1, . . . ,qn)
]
, (12)

Gn(q1, . . . ,qn) =
n−1∑
m=1

Gm(q1, . . . ,qm)

(2n+ 3)(n− 1)

[
3α(k1,k2)Fn−m(qm+1, . . . ,qn)

+2nβ(k1,k2)Gn−m(qm+1, . . . ,qn)
]
, (13)

其中 k1 ≡ q1 + . . . + qm、k2 ≡ qm+1 + . . . + qn、k ≡ k1 + k2，且 F1 = G1 ≡ 1，同时 δ1(k) =

θ1(k) = δ0(k) 表示初始扰动。

2.2 矩阵形式

通过定义一个双分量“向量”，可以将运动方程改写为更对称的形式 [6, 15]：

Ψa(k, η) ≡
(
δ(k, η), −θ(k, η)/H

)
, (14)

其中指标 a = 1, 2；我们还引入了一个新的时间变量：

η ≡ ln a(τ). (15)

它对应尺度因子的 e 折叠数（number of e-folds）。在我们考虑的宇宙学模型（Ωm = 1）中，a(τ) 同
时也是增长模扰动的线性增长因子。利用 Ψa(k, z)，可以将式 (7) 和 (8) 合并改写为（下文约定对
重复出现的傅里叶变量进行积分）

∂ηΨa(k, η) + ΩabΨb(k, η) = γ
(s)
abc(k,k1,k2) Ψb(k1, η) Ψc(k2, η), (16)
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其中

Ωab ≡

[
0 −1

−3/2 1/2

]
, (17)

而 γ
(s)
abc 是对称化的顶点矩阵，其非零分量为

γ
(s)
121(k,k1,k2) = δD(k − k1 − k2) α(k1,k2)/2,

γ
(s)
112(k,k1,k2) = δD(k − k1 − k2) α(k2,k1)/2,

γ
(s)
222(k,k1,k2) = δD(k − k1 − k2) β(k1,k2), (18)

其余分量均为零，并满足 γ
(s)
abc(k,ki,kj) = γ

(s)
acb(k,kj ,ki)。对变量 η作 Laplace变换，可以得到式 (16)

的一个隐式积分解：

σ−1
ab (ω) Ψb(k, ω) = ϕa(k) + γ

(s)
abc(k,k1,k2)

∮
dω1

2πi
Ψb(k1, ω1)Ψc(k2, ω − ω1), (19)

其中 ϕa(k) ≡ Ψa(k, η = 0) 表示在增长因子为一时设定的初始条件，而 σ−1
ab (ω) ≡ ωδab +Ωab。左乘

矩阵

σab(ω) =
1

(2ω + 3)(ω − 1)

[
2ω + 1 2

3 2ω

]
.

并进行 Laplace 逆变换，最终得到形式解

Ψa(k, η) = gab(η) ϕb(k) +
∫ η

0

dη′ gab(η − η′) γ
(s)
bcd(k,k1,k2) Ψc(k1, η

′)Ψd(k2, η
′), (20)

其中线性传播子（linear propagator）gab(η) 定义为（取 c > 1，以选出标准的推迟传播子（retarded
propagator） [15]）

gab(η) =

∮ c+i∞

c−i∞

dω

2πi
σab(ω) eωη =

eη
5

[
3 2

3 2

]
− e−3η/2

5

[
−2 2

3 −3

]
, (21)

上式适用于 η ≥ 0；由于因果性，当 η < 0 时有 gab(η) = 0，并且当 η → 0+ 时，gab(η) → δab。线性
传播子是式 (16) 线性化形式的格林函数（Green’s function），描述密度场和速度场从任意初始扰动
构型出发的标准线性演化。从物理上看，最有意义的初始条件是 δ(k, η = 0) 与 θ(k, η = 0) 为成比
例的随机场（而非相互独立）的情形；此时可以写成

ϕa(k) = ua δ0(k) (22)

其中 ua 是一个双分量“向量”。这包含了通常的增长模初始条件 u = (1, 1)：在这种情况下，将 gab

与 ϕb(k) 缩并时，式 (21) 的第二项不贡献；也包含衰减模初始条件 u = (2/3,−1)。为简单起见，并
使讨论明确，本文始终只考虑 ϕa(k) = ua δ0(k) 的情形。

2.3 解的图示表示

对于给定的 k模，式 (20)有一个简单的解释。第一项对应从初始条件出发的线性传播，第二项则
包含非线性相互作用（模与模之间的耦合）的信息。这一非线性贡献来自所有中间时刻 η′（0 ≤ η′ ≤ η）
的所有波对 k1 和 k2 的相互作用；由于平移不变性，这两个波矢之和为 k。相互作用由顶点 γbcd 描
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(η−η )φa
(k) :

a

k
1k

k2

1 + k2k = k

a

b

c

k
’η

              

ba
:γabc(k,k k2)1,

(s)

ab
:g ’

η

图 2: 微扰展开中基本对象的图示记号：初始场 ϕa、线性传播子 gab 和顶点 γ
(s)
abc。

述，随后通过 gab(η − η′) 作线性时间演化。我们很快就会看到，递归应用这一简单解释，便可用图
来表示解 Ψa，进而对所关心的不同统计对象进行重求和。
借助式 (20)，我们寻求 Ψa(k, η) 的显式级数展开表达式［见式 (9)］：

Ψa(k, η) =
∞∑

n=1

Ψ(n)
a (k, η), (23)

其中［与式 (10–11) 比较］

Ψ(n)
a (k, η) =

∫
δD(k − k1...n)F (n)

a (k1, . . . ,kn; η)δ0(k1) . . . δ0(kn), (24)

这里 k1...n ≡ k1+ . . .+kn。将式 (23)、(24)代入式 (20)，得到核所满足的递推关系［见式 (12–13)］：

F (n)
a (k1, . . . ,kn; η) δD(k − k1...n) =

=
[∑n

m=1

∫ η

0
ds gab(η − s) γ

(s)
bcd(k,k1...m,km+1...n)F (m)

c (k1...m; s)F (n−m)
d (km+1...n; s)

]
对称化

, (25)

其中右端必须对任意两个波矢的交换进行对称化。对于 n = 1，有 F (1)
a (η) = gab(η)ub。当初始条件

设定在无限遥远的过去时，式 (25) 退化为式 (12–13) 给出的标准递推关系；也就是说，将式 (25)
的积分下限改为 s = −∞。在这种情况下，只有增长最快的模保留下来，并且 F (n) = an (Fn, Gn)。
在其他情况下，式 (25) 给出 PT 解完整的时间依赖，包括由初始条件引起的所有暂态（transients）
[15]。
原则上，求解这些核可以给出 Ψ(n) 的解析表达式，但随着 n 增大，表达式很快变得十分繁琐。

因此，在实践中，这并不是理想的方法，尽管标准 PT 采用的正是这一路径。除了技术上的复杂性，
另一个原因是，将这些核视为 n 的函数时，它们包含冗余信息，因为它们都具有相同的基本组成单
元：顶点和线性传播子。为了克服这些不足，我们将引入理论基本对象的图示表示，以及组合这些
对象的简单规则，从而构造出与每一阶 Ψ(n) 一一对应的一组图。
正如前面讨论的［见式 (20)］，基本组成单元只有三种：初始场 ϕa、线性传播子 gab 和顶点 γ

(s)
abc。

它们的图示表示见图 2。我们表示的是基本组成单元，而非核这样的导出量（标准 PT 的图示方法
表示的则是这些导出量 [10, 12, 13]），因此本方法中的顶点比标准 PT 中的顶点更简单：它们总是
连接三条线，这是二次非线性的结果，而不是像标准 PT 那样，连接线的数量随微扰阶数变化。乍
看之下，复杂之处在于，这些图包含非线性相互作用发生时的时间变量信息，需要对这些中间时刻
积分，相当于对初始条件与当前时刻之间可能发生的所有相互作用求和。在标准 PT 中，时间演化
已经被“积掉”，因而这些信息被隐藏了；事实上，可以将标准 PT 的图理解为把下文图 3 中的图沿
时间方向“压缩”而成。我们将看到，这些信息可以加以利用，实际上正是它们使重求和成为可能。
要得到式 (23) 中第 n 阶项对应的图组，需要画出所有拓扑上不同、具有 n − 1 个顶点（分叉

点）和 n 个初始条件的树图。每棵树的构造如下：从最终时间变量 η 出发，向后画一条线，直到它
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(k,  ) (k,  ) (k,  )(k,  )

φη (k)g(  )  

Ψ
 (2)

η Ψ
 (3)

η Ψ
 (4)

ηΨ
 (1)

η

k1

k2

γ (s)

              

k k

2 η

k k
2

2η η η η

k

s

图 3: Ψ(k, η) 级数展开直到 n = 4 阶的各图。

抵达一个顶点；该线在那里分成两条支线，每条支线继续延伸，直到抵达另一个顶点或 η = 0 时的
初始场。若分叉不对称，则带有因子 2。在每个顶点重复这一过程，直到所有支线都终止于初始场。
每个具有 n− 1 个顶点的图，都代表一个对 Ψ(n) 有贡献的积分。得到这些积分的规则如下。n

个初始场 ϕ 中的每一个都具有动量 ki。每个分叉对应一个顶点 γ(s)(k,k1,k2)，表示两个入射波 k1

和 k2 相互作用、耦合形成一个出射波 k；这是运动方程中二次非线性的结果。每次相互作用发生在
给定的时刻 sj（0 ≤ sj ≤ η），并满足动量守恒（k = k1 + k2）。各支线对应线性传播子，表示给定
模 km 从时间变量 si 到 sj 的线性演化。注意，图中的所有箭头都背离初始条件，表示时间向前演
化的方向。最后，对所有中间波矢以及所有时间变量 sj 积分，每个时间变量的积分范围均为 [0, η]。
直到 Ψ(4) 的各图见图 3。应注意，正是这些用于求出第 n 阶项的简单规则与 n 无关这一事实，使
我们能够大幅简化图的重求和。
作为这些规则的例子，我们显式写出图 3 中 Ψ(2) 和 Ψ(3) 对应的积分：

Ψ(2)
a (k, η) =

∫
d3k1

∫
d3k2

∫ η

0

ds gab(η − s) γ
(s)
bcd(k,k1,k2) gce(s)ϕe(k1) gdf (s)ϕf (k2), (26)

Ψ(3)
a (k, η) = 2

∫
d3k1

∫
d3k2

∫ η

0

ds gab(η − s) γ
(s)
bcd(k,k1,k2) gce(s)ϕe(k1) Ψ

(2)
d (k2, s). (27)

这里构造的图与任何具有二次非线性的场论中的图都十分相似。与本问题最接近的例子可能是
湍流（turbulence），其中类似的方法已广为人知 [16–18]。近期还有一篇论文 [19]，将路径积分方法
（path-integral methods）应用于宇宙学中的引力成团。

3 统计量

3.1 初始条件

就其当前形式而言，积分方程 (20) 可以看作 Ψa(k, η) 在初始条件 ϕa(k)（即 δ0(k)）所提供的
“外源”或驱动作用下满足的方程，其中初始条件的统计性质已给定。这里假设初始条件为高斯的；
于是，ϕa(k) 的统计性质完全由其两点相关函数刻画：

⟨ϕa(k) ϕb(k′) ⟩ = δD(k + k′) uaub P0(k), (28)

其中 P0(k) 表示密度涨落的初始功率谱。根据 Wick 定理（Wick’s theorem），含奇数个场的所有高
阶相关均为零；若场的数量为偶数，则有 (2n− 1)!! 个贡献，对应 2n 个场的所有不同配对方式：

⟨ϕa1
(k1) · · ·ϕa2n

(k2n) ⟩ =
∑

所有配对方式

∏
p 对 (i, j)

⟨ϕai
(ki) ϕaj

(kj) ⟩ . (29)
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−k

a b

k
ua ub P (k)  :o

图 4: 初始功率谱的图示记号。

计算统计量时，每对初始场 ϕa 都被初始功率谱替代，后者成为基本组成单元之一。其图示记号
见图 4，由图 2 中的一对初始场粘合而成。

3.2 功率谱

我们的目标是计算最终场 Ψa(k, η) 的不同相关函数，其中最简单的是两点相关函数，也就是功
率谱：

⟨Ψa(k, η)Ψb(k′, η) ⟩ = δD(k + k′)Pab(k, η). (30)

上面的式 (28–29) 给出了初始场 ϕa 的乘积的系综平均，结果或者为零，或者只依赖初始功率
谱。这使我们能够把最终功率谱作微扰展开，写成初始功率谱的积分，类似于式 (23) 和 (24) 中用
ϕa(k) 展开 Ψa(k, η) 的方式。将式 (23) 的级数展开代入式 (30)，得到 Pab(k, η) =

∑∞
ℓ=0 P

(ℓ)
ab (k, η)；

在高斯初始条件的假设下，ℓ 圈项为

δD(k + k′)P
(ℓ)
ab (k, η) =

2ℓ+1∑
m=1

⟨Ψ(m)
a (k, η)Ψ(2ℓ+2−m)

b (k′, η) ⟩ . (31)

现在可以推广第 2.3 节的图示表示，描述上述展开中的每一项。要画出对 P
(ℓ)
ab 有贡献的图，先

将一个 Ψ
(m)
a 的树图与一个 Ψ

(2ℓ+2−m)
b 的树图相对放置，使它们的初始场彼此相向。接着，以所有

可能的方式将初始场配对，并把每一对粘合起来。具有特征波数 ki、kj 和指标 c、d 的每对初始场，
都变为一个初始功率谱 δD(ki + kj)ucudP0(ki)。最后，对一个 Ψ

(m)
a 树图与一个 Ψ

(2ℓ+2−m)
b 树图的

所有组合重复此过程；也就是说，要考虑到 n = 3 阶之后，每一阶都有不止一个树图。经过这一过
程，往往会得到相同的图。因此，一个图的最终权重包含两个因子：一个是每个“独立”图由其树
图带来的数值因子，如图 (2) 所述；另一个则计入配对过程中产生的相同图的数量。图 5 展示了直
到单圈的所有图，以及 29 个双圈图中的一部分（在类似的湍流问题中，完整讨论见文献 [16]）。
有两组图没有列入图 5，因为它们恒等于零。其中一组图包含只通过一个线性传播子连接到主

体的子图。可以证明，将这些片段在所有阶上求和，就得到场的系综平均 ⟨Ψa(k, η) ⟩，其值为零。由
于类似的原因，非连通图也为零。
为便于后面的重求和，我们在这里将图的“主截面”（principal cross section）定义为一条仅穿

过初始功率谱、便能将图分为两部分的线。它表示两棵树粘合的位置，在图 5 的各图中用虚线表示。
图 5 中的每个图，都与某个积分一一对应。得到这些积分的规则与第 2.3 节相同。例如，图 5 中的
图 1 给出增长模初始条件（ua = (1, 1)）下熟知的线性功率谱：

P
(0)
ab (k, η)|d1 = gac(η)uc P0(k)ud gbd(η) −→ PL(k, a) = a2(τ)P0(k), (32)

同一幅图中的图 2（单圈）所对应的积分为

P
(1)
ab (k, η)|d2 = 2

∫ η

0

ds1

∫ η

0

ds2

∫
d3q

[
g(η − s1) γ

(s)(k, q,k − q) g̃(s1)g̃(s1)
]
a
P0(q)P0(|k − q|)[

g(η − s2) γ
(s)(−k,−q,−k + q) g̃(s2)g̃(s2)

]
b
. (33)
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图 5: 相关函数 Pab(k, η) 直到双圈的各图；这里仅展示 29 个双圈图中的 7 个。虚线表示描述 Ψa 和
Ψb 微扰解的两棵树粘合的位置。

其中我们引入简记 g̃a(s) = gab(s)ub（= e−sua，对于增长模初始条件）和 [g γ(s) g̃ g̃]a = gab γ
(s)
bcd g̃c g̃d。

再举一个例子，图 8（双圈）给出

P
(2)
ab (k, η)|d8 = 16

∫
d3q

∫
d3p Ga(k,q, p, η) Gb(−k,−p,−q, η) P0(p) P0(q) P0(|k − p − q|),

其中我们利用了图 (5) 中图 8 关于虚线的对称性，并定义

Ga(k,q, p, η) =
∫ η

0

ds1

∫ s1

0

ds2 gab(η − s1) γ
(s)
bcd(k,q,k − q) g̃c(s1)gdf (s1 − s2)

γ
(s)
fgh(k − q, p,k − p − q) g̃g(s2)g̃h(s2).

3.3 非线性传播子

3.3.1 定义与图示表示

可以将非线性理解为对式 (21)所定义的线性传播子的修改，从而导致传播子重整化（propagator
renormalization）。非线性传播子定义为

Gab(k, η) δD(k − k′) ≡
〈
δΨa(k, η)
δϕb(k′)

〉
. (34)

注意，平移不变性要求 k = k′，这一条件在两点统计量中很常见。事实上，按某个向量 q 作平移
x → x + q，会得到 G→ G exp[i(k − k′) · q]。严格而言，由于涉及非线性，这个对象并不是通常格
林函数意义上的传播子；也就是说，在非线性情形下，Ψa(k, η) = Gab(k, η)ϕb(k) 并不成立。不过，
Gab 的图示表示同样具有一个入射箭头和一个出射箭头，因此在这个意义上，它是线性传播子的推
广。它还能生成所有只需切断一个初始功率谱 P0，就能分为两个子图的两点函数图；这与线性功率
谱图中 gab 的作用相似（图 5 中的图 1）。
借助式 (23)，可以将式 (34) 写成级数展开：

Gab(k, η) = gab(η) +
∞∑

n=2

〈
δΨ

(n)
a (k, η)
δϕb(k)

〉
, (35)
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图 6: 传播子 G(k, η) 直到双圈的各图。

其中我们显式地将线性部分与非线性贡献分开。完全非线性的传播子表示最终密度场和速度散度场
对初始条件变化的响应的系综平均。从更直观的物理角度说，它量化了一个 k 模的初始分布信息，
有多少以系综平均的意义保留在相同 k 的最终状态中。在论文 II [20] 中，我们证明，对于高斯初
始条件，有 ⟨Ψaϕb⟩ = Gac⟨ϕcϕb⟩。因此，也可以将 G 看作最终状态与初始条件之间互相关的度量，
或者说，在两点统计的意义上，它确实是一个传播子（或格林函数）。在非常大的尺度上，我们预期
线性演化只是按增长因子对初始条件进行缩放；因此，当 k → 0 时，式 (35) 中的非线性修正趋于
零。当逐渐接近非线性区域时，相互作用会逐步“抹去”初始分布；因此，我们预期在 k → ∞ 时，
G(k, η) 趋于零。Zel’dovich 近似中 G 的行为见下文第 3.3.2 节；精确动力学的情形及其与数值模拟
的比较则在论文 II [20] 中给出。
定义非线性传播子的级数可以用图示方式表示。对于高斯初始条件，式 (35) 中 Ψa(k, η) 展开

的奇数阶项才对 Gab(k, η) 有贡献。对应 n 个圈的第 n 个非线性修正，可通过对 Ψ(2n+1) 取泛函导
数得到。在图示中，这一过程十分直接。图 3 中每个表示 Ψ(2n+1)(k, η) 的树图都会产生 2n + 1 个
贡献，每个贡献通过去掉一个空心圆所表示的初始条件得到，这对应取泛函导数。该支线上留下的
线性传播子携带波数 k。最后，依据高斯性将剩余的 2n 个 ϕ 场配对，以完成系综平均。
图 6 展示了非线性传播子直到双圈的所有图。注意，每个图都具有一个入射箭头和一个出射

箭头，它们由贯穿全图的一串线性传播子相连，而且这条链不经过初始条件。这条路径称为“主路
径”（principal path），后面将用于重求和。

3.3.2 一个简单示例：Zel’dovich 近似

为了说明非线性传播子的行为，我们回到引言中关于 Zel’dovich 近似的讨论。下面计算密度传
播子 Gδ ≡ G11 + G22；在假设初始条件为增长模的情况下，它可以直接通过最终密度对初始密度
求导得到。为简单起见，我们只考虑每一阶中增长最快的模，因此可以使用标准 PT 的核表示，即
式 (9)、(10) 和 (12)，并利用这一近似下密度场核的简单形式 [21]：

Fn(q1, ...,qn) =
1

n!

k · q1

q21
. . .

k · qn

q2n
, (36)

其中 k = q1 + . . .+ qn。由于初始条件为高斯的，δ̃ 的级数展开中只有奇数阶项有贡献，因此
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图 7: 与重整化顶点 Γ［式 (39)］对应的图，直到单圈。

Gδ = a
∞∑

n=0

(2n+ 1)!!

∫
F2n+1(k,q1,−q1, . . . ,qn,−qn)PL(q1, a)d

3q1 . . . PL(qn, a)d
3qn, (37)

其中 n = 0 的项只给出尺度因子，也就是增长因子。利用式 (36)，可以立即对这一系列求和：

Gδ = a
∞∑

n=0

1

n!

[
− 1

2

∫ (k · q
q2

)2

PL(q, a) d
3q
]n

= a exp(−k2σ2
v/2), (38)

其中 σ2
v ≡ (1/3)

∫
d3qPL(q, a)/q

2。将这一结果推广到密度场和速度场的精确动力学，以及与数值模
拟中的测量结果进行比较，见文献 [20]。

3.4 相互作用顶点

式 (18) 所定义的顶点是理论的第三个基本对象，它同样会因高阶非线性相互作用而重整化。我
们通过下列关系定义对称的完整顶点（full vertex）Γ(s)：

〈 δ2ψa(k, η)
δϕe(k1)δϕf (k2)

〉
= 2

∫ η

0

ds

∫ s

0

ds1

∫ s

0

ds2 Gab(η−s) Γ(s)
bcd(k, s;k1, s1;k2, s2)Gce(s1)Gdf (s2), (39)

因此，Γ
(s)
bcd(ks,k1s1,k2s2) = γ

(s)
bcd(k,k1,k2) δD(s− s1) δD(s− s2) +“高阶修正”。

完整顶点不仅依赖两个入射波矢，还依赖它们“进入”相互作用的对应时刻。可以证明，出射
波矢 k 由波矢守恒确定，即 Γ

(s)
bcd(k, s;k1, s1;k2, s2) ∝ δD(k−k1 −k2)。直到单圈的图示表示见图 7。

4 重整化微扰论（RPT）

4.1 非线性传播子

本节对式 (35)中的级数进行重求和的第一步。我们将图 6中的图分为两类。主路径可约图（prin-
cipal path reducible diagrams）指的是只需切断主路径上的一个线性传播子，就能分为两个不相连
部分的图。直到双圈，图 6 中的图 3 是唯一的例子。注意，连接两个部分的传播子表示入射和出射
于该图的同一傅里叶模的线性演化，因此它对应一个不参与积分的“独立”波矢。不能以这种方式
分开的图则称为主路径不可约图（principal path irreducible diagrams）。
所有主路径不可约图都以在 s2 时刻进入图中的线性传播子 g(s2) 开始，以在 s1 时刻离开图中

的 g(η − s1) 结束，中间夹着一个不可约结构。我们把所有这些不可约结构之和定义为 Σ(k, s1, s2)。
于是有

所有不可约图之和 = gab(η) +

∫ η

0

ds1

∫ s1

0

ds2 gac(η − s1)Σcd(k, s1, s2) gdb(s2) (40)
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图 8: Σ(k, s1, s2) 直到双圈的各图。虚线圈出可约片段，见第 4.3 节。

关系 η ≥ s1 ≥ s2 ≥ 0 来自主路径上的因果性。Σ(k, s1, s2) 直到双圈的所有图见图 8。
可约图由两个独立片段构成，通过一个演化到某个时刻（记为 s2）的线性传播子相连。整个图

也以线性传播子 g(η − s1) 结束。这一点在图 6 中的图 3 里十分清楚：在 s1 与 s2 之间，包含图 8
中 Σ(k, s1, s2) 的第一个贡献；而在 s2 之前，则是 G(k, s2) 展开中的第一个非线性项，也就是同一
幅图中的图 2。更高阶的可约图在 s1 与 s2 之间包含 Σ 的所有高阶贡献，在 s2 之前包含 G 级数中
除线性项 g 之外的所有项。因此可以写成

所有可约图之和 =

∫ η

0

ds1

∫ s1

0

ds2 gac(η − s1)Σcd(k, s1, s2) [Gdb(k, s2)− gdb(s2)] (41)

将式 (40) 和 (41) 相加，得到非线性传播子的方程，通常称为 Dyson 方程（Dyson’s equation）：

Gab(k, η) = gab(η) +

∫ η

0

ds1

∫ s1

0

ds2 gac(η − s1)Σcd(k, s1, s2)Gdb(k, s2). (42)

为便于后文引用，我们将上式推广到非线性传播子从任意时间变量 η′ ̸= 0 开始演化的情形：

Gab(k, η, η′) = gab(η − η′) +

∫ η

η′
ds1

∫ s1

η′
ds2 gac(η − s1)Σcd(k, s1, s2)Gdb(k, s2, η′). (43)

注意，Gab(k, η) = Gab(k, η, η′ = 0)。我们用粗直线表示非线性传播子 G，见图 10；该图同时给
出了式 (43) 的图示表示。

4.2 功率谱

现在推导非线性功率谱中与式 (42) 对应的方程。首先考虑图 5 中所有在“主截面”处只含一个
初始功率谱 P0(k) 的图，例如图 1, 3, 4 和 7。它们具有共同性质：在“主截面”的每一侧，都有一个
独立的子图，其一个入射箭头和一个出射箭头通过“主路径”相连。将这类图在所有阶上求和，就
能计入“主截面”处 P0(k) 两侧非线性传播子的全部贡献：

“主截面”处只含一个初始功率谱

的所有图之和 = Gac(k, η)uc P0(k)udGbd(−k, η). (44)
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接着考虑在“主截面”处含有两个或更多初始功率谱的图。其中，图 5中的图 2, 8, 9, 10, 11构成
一个特殊类别，因为不能通过切断一个线性传播子，将它们分为各自包含一个以上 g 的两部分。它
们都包含一个围住“主截面”的不可约结构，该结构终止于两个顶点，左侧顶点所在时刻记为 s1，右
侧记为 s2。在每个顶点之后，图都通过 g(η − si) 从 si 线性演化到 η。我们将所有这些不可约结构
之和定义为 Φ(k, s1, s2)。Φ 直到双圈的所有图见图 9。

其余各图在“主截面”附近也包含 Φ(k, s1, s2) 的一个贡献，但在 s1 的左侧或 s2 的右侧，还包
含非线性传播子 G(k, η, si) 的一个非线性贡献，分别对应图 5 中的图 5 和 6。Φ 两侧同时出现非线
性传播子贡献的情形，首次发生在三圈图中。
将上述各图在所有阶上相加，得到

“主截面”处含两个或更多初始功率谱 (45)

的所有图之和 =

∫ η

0

ds1

∫ η

0

ds2Gac(k, η, s1)Φcd(k, s1, s2)Gbd(−k, η, s2).

将式 (44–45) 相加，得到非线性功率谱的积分方程：

Pab(k, η) = Gac(k, η)uc P0(k)udGbd(−k, η)

+

∫ η

0

ds1

∫ η

0

ds2Gac(k, η, s1)Φcd(k, s1, s2)Gbd(−k, η, s2).
(46)

为便于后文引用，我们将前面的分析推广到不同时刻的最终场的两点相关：

⟨ψa(k, η) ψb(k′, η′) ⟩ = δD(k + k′) Pab(k, η, η
′). (47)

对于 Pab(k, η, η
′)，与式 (46) 对应的方程为

Pab(k, η, η
′) = Gac(k, η)uc P0(k)udGbd(−k, η′)

+

∫ η

0

ds1

∫ η′

0

ds2Gac(k, η, s1)Φcd(k, s1, s2)Gbd(−k, η′, s2).
(48)

这个方程的图示表示见图 10。其中，我们用中间带有一个实心圆的粗线表示非线性功率谱。
详细讨论高阶相关超出了本文的范围，不过图 11展示了双谱在重整化之后的单圈图；双谱定义

为
⟨Ψa(k1, η)Ψb(k2, η)Ψc(k3, η) ⟩ = δD(k1 + k2 + k3) Babc(k1,k2,k3, η), (49)

4.3 进一步的重求和

在第 4.1 和 4.2 节中，我们推导了利用核 Σ 和 Φ 对传播子与功率谱进行重整化的方程。然而，
这些核本身仍是线性传播子和线性功率谱的函数。本节将通过对 Σ 和 Φ 进行重整化来完成重求和
过程，也就是说，我们将找出这些量用非线性传播子和非线性功率谱表示的展开。对于 Φ，还将进
行顶点重整化。
首先注意到，分别在图 8 和 9 中，Σ 和 Φ 的所有图都具有两个端点。对于 Σ，一个是入口，另

一个是出口；对于 Φ，两个都是出口。在这些图中，我们将只需切断两个线性传播子就能与主体分
离的任何部分定义为“可约片段”（reducible fragment）。图的“主体”指包含两个端点的部分，而
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图 9: Φ直到双圈的所有图。虚线圈出与传播子和功率谱重整化有关的可约片段。点划线圈出导致顶
点重整化的可约片段，详细讨论见第 4.3 节。
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图 10: 非线性传播子和非线性功率谱的积分方程 (43) 和 (48)。
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图 11: 双谱 Babc(k1,k2,k3, η) 直到单圈的重求和图。其余所有贡献均可通过对图 2 至 6 中的
(k1,k2,k3) 作循环置换得到。
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图 12: Σ 直到双圈的重整化级数展开。

两个连接传播子则归入可约片段。图 8 中 Σ 的图 2, 3, 4, 5，以及图 9 中 Φ 的图 2, 3, 4，都用虚线圈
出了可约片段。
注意，可约片段有两类，我们分别称为 G 型和 P 型，因为它们分别导致传播子重整化（G）和

功率谱重整化（P）。G 型片段包含一条主路径，一个线性传播子进入该片段，另一个离开该片段；
例如 Σ 的图 2, 3, 4 和 Φ 的图 3, 4 中的片段。P 型片段包含一个局部主截面，并有两个线性传播子
从片段中向外延伸，例如 Σ 的图 5 和 Φ 的图 2 中的片段。
先分析包含 G 型片段的图。在 Σ 的级数中，将图 1 中的 g(s1 − s2) 替换为 G(k, s1, s2) 的第一

个非线性贡献（即图 6 中的图 2），便可生成图 2。类似地，将线性传播子替换为非线性传播子，便
可从图 1 得到图 3, 4。在 Φ 的级数中，将图 1 中的一个线性传播子替换为 G(k, s) 的第一个非线性
修正，便可得到图 3 和 4。

接着考虑包含 P 型片段的图。在图 8 中，将图 1 的线性功率谱替换为 P (k, s1, s2) 的第一个非
线性贡献（即图 5 中的图 2），便可得到图 5。类似地，在图 9 中，图 2 等价于把图 1 的线性传播子
替换为单圈修正。
可以证明，G 型片段之和给出非线性传播子的完整非线性修正，而 P 型片段之和等于非线性功

率谱的完整非线性修正。这样就完成了 Σ 用非线性传播子和功率谱表示的重求和过程。直到双圈的
重求和图见图 12。
通过对顶点进行重求和，可以将 Φ 的重整化再推进一步。图 9 中的图 6 和 7 可以由图 1 获得：

将对应的树图级顶点 γ 替换为完整顶点 Γ 的第一个单圈贡献，见图 7。类似地，借助图 7 中的第二
个和第三个单圈图，可重现图 8 和 9。
通过本文所述的功率谱、传播子和顶点的重整化过程，我们计入了 Φ级数中直到双圈的所有图，

重整化后的级数见图 13。文献 [16] 的作者将相同过程再推进一阶，得到了 Φ 直到三圈的全部级数，
在图 13 的基础上增加了 19 个新的三圈不可约图。然而，文献 [17, 18] 指出，超过双圈之后，需要
引入三个不同的顶点，才能计入 Σ 和 Φ 两个级数中的所有图。详细讨论顶点重整化超出了本文的
范围，将在其他地方给出。在配套论文 [20] 中，对于非线性传播子（即 Σ），我们通过对图 6 中的
裸微扰级数求和，绕开了这一问题。
总之，至少直到双圈，可以只用非线性传播子、功率谱和完整顶点表示相应的不可约图，从而

得到 Φ 的级数。图 9 中的第一个图是单圈层次的不可约图，而第五个图是双圈层次唯一的不可约
图。图 13 展示了 Φ 最终的“重整化”结果。

同样的重求和过程也可以应用于图 7中的完整顶点。直到单圈，Γ(s) 的“重整化”级数仍由图 7
中的各图给出，只需将其中所有量替换为它们的完全非线性形式 [16]。
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162 + + ...=Φ

图 13: Φ 直到双圈的重整化级数展开。

5 RPT 与暗晕模型

式 (46) 对应图 10 最下方的图，其表达式与暗晕模型中的功率谱表达式具有一些有趣的相似之
处 [22]。在 RPT 中，功率谱写成两项之和：一项在大尺度上占主导，类似于双晕项（2-halo term）；
另一项包含 Φ，在小尺度上占主导，类似于单晕项（1-halo term）。图 1 右图以及式 (6) 给出的
Zel’dovich 近似下的 RPT 表达式，使这种类比十分清楚：n = 1 的项对应线性功率谱，但受到一个
尺度依赖的“偏置因子”（bias factor）的调制；该因子来自重整化传播子，在非线性区域受到抑制。
另一方面，n ≥ 2的求和以 PT核的平方为权重，与单晕功率谱中以暗晕密度轮廓的平方为权重、对
暗晕质量求和的形式相似。
通过计算暗晕模型中的非线性传播子，可以将这种类比再推进一步。在暗晕模型中，密度可

以写成对质量为 mi、密度轮廓（density profile）为 umi
(x) 的各个暗晕求和，其中轮廓归一化为∫

d3xum(x) = 1：

ρ(x) =
∑
i

mi umi
(x − xi) =

∫
mdmd3x′ um(x − x′)

∑
i

δD(m−mi) δD(xi − x′), (50)

其中，暗晕质量函数（halo mass function）由平均值 ⟨
∑

i δD(m − mi)δD(xi − x′)⟩ = n(m) 得到，
平均密度为 ρ̄ =

∫
mdmn(m)。正如我们在文献 [20] 中所证明的，对于高斯初始条件，也可以通

过最终场与初始场的互相关来计算非线性传播子。对于增长模初始条件，密度传播子为 Gδ(k) =

⟨δ(k)δ0(k′)⟩/⟨δ0(k)δ0(k′)⟩，在线性理论中，它退化为增长因子 D+（δL = D+δ0）。我们尚不详细了
解暗晕位置与初始密度场之间的相关性；但沿用计算双晕项时的标准假设，可以引入暗晕的线性偏
置因子 b1(m) 来建立如下模型：

∑
i

δD(m−mi) δD(xi − x′) ≃ n(m)
[
1 + b1(m) δL(x′)

]
, (51)

经过直接的代数运算，这意味着在暗晕模型中有

Gδ(k) =
D+

ρ̄

∫
mdmn(m) b1(m) um(k) = D+ b1(k), (52)

换句话说，RPT 中的传播子重整化，恰好对应于暗晕模型框架中的标准（尺度依赖）偏置，从而使
双晕项与式 (46) 第一项之间的类比成为严格的对应。实际中，RPT 的传播子所产生的抑制，比暗
晕模型中的抑制更强；后者来自式 (52) 中的暗晕轮廓。不过，式 (51) 作了简化，忽略了非线性暗
晕偏置和暗晕排斥效应。
对于单晕项，很难在形式上将它与式 (46) 中的模耦合核 Φ 联系起来，因为这一项没有微扰描

述，而 Φ 除了满足式 (46) 之外，似乎也没有简单的表达式。然而，从物理上看，两者的关系很清
楚：式 (46) 的第二项描述模与模之间的耦合，单晕项也是如此；这里采用了双晕项正比于线性谱的
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通常假设。因此，在这个意义上，RPT 与暗晕模型对功率谱的描述严格对应，尽管两者的组成要素
十分不同。

6 结论

我们建立了一种看待宇宙学微扰论的新方式，使得可以在非线性尺度上对引力成团作受控的描
述。这一形式体系跟踪结构随时间增长的过程，将其分解为线性传播和相互作用，并对所有可能性
求和。乍看之下，这种时间分解似乎比标准微扰论更复杂；在标准微扰论中，时间演化已经被积到
当前时刻。然而，我们证明，可以基于拓扑上的考虑，找出包含无穷多个图、且能够重求和并与物
理量相联系的子集，从而利用这些额外信息。
我们将这种重求和后的理论称为重整化微扰论（RPT）。它最重要的特点是，非线性（重整化）

传播子强烈依赖尺度，并在非线性尺度上近似按指数衰减；这一传播子是计算相关函数的关键组成
要素，数值模拟中的测量见文献 [20]。将非线性功率谱的微扰展开分成两部分，一部分通过求和得
到重整化传播子，另一部分描述模与模之间的耦合，便可得到性质良好的（重整化）微扰论：每一
项都在一个狭窄的尺度范围内占主导，而在其他尺度上受到抑制。我们还证明，这种描述与暗晕模
型中的描述相类似。
仍需进一步研究，才能确定这一方法在定量上是否有效；例如，将非线性功率谱的预测与 N 体

模拟（N-body simulations）进行比较。在配套论文 [20] 中，我们详细分析了传播子的重求和，并将
其与数值模拟进行比较。用 RPT 计算非线性功率谱时，若要覆盖有意义的尺度范围，就需要计入
模耦合级数中的许多项（圈），目前看来这并非一项简单任务。不过，某些对称性，例如 Galilean 不
变性（Galilean invariance，见文献 [10]），将模耦合级数的重求和与传播子的重求和联系起来，也许
可以加以利用。这一问题值得继续研究，将在其他地方讨论 [23]。
最后，还可以提出一个问题：本形式体系迄今采用的单流近似，是否会在我们进入非线性区域

并得到有意义的结果之前就失效2。尽管存在这种可能性，但若以速度场涡度（vorticity）的功率等于
速度散度功率的尺度，作为多流效应变得重要的指标，那么一个合理的推测是：这些效应要到深入
非线性区域的尺度才会显现 [6]。这种情况大致发生在非线性功率谱的“维里转折”（virial turnover）
所在的尺度；这并不奇怪，因为涡度应当减缓功率的增长。对于 z = 0 的 CDM 模型，这一尺度为
k ≃ 1hMpc−1。如果能在直到这些尺度的范围内，稳健地预测非线性功率谱随宇宙学参数的变化，
那么将对大尺度结构研究的许多应用非常有用，例如弱引力透镜巡天。
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2当然可以将本方法推广到 Vlasov 方程；路径积分方法在 Vlasov–Poisson 系统中的应用见文献 [19]。
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中文 English 简单释义

Dyson 方程 Dyson’s equation

Einstein–de Sitter 宇宙 Einstein–de Sitter universe

Friedmann 方程 Friedmann equation

Galilean 不变性 Galilean invariance

Laplace 变换 Laplace transform

Laplace 逆变换 inverse Laplace transform

N 体模拟 N-body simulation

Vlasov 方程 Vlasov equation

Vlasov–Poisson 系统 Vlasov–Poisson system

Wick 定理 Wick’s theorem

Zel’dovich 近似 Zel’dovich approximation

e 折叠 e-fold

三圈 three-loop

不可约图 irreducible diagram

两点相关函数 two-point correlation function

主截面 principal cross section

主路径 principal path

主路径不可约图 principal path irreducible diagram

主路径可约图 principal path reducible diagram

二次非线性 quadratic nonlinearity

互相关 cross-correlation

传播子 propagator

传播子重整化 propagator renormalization

位移场 displacement field

偏置因子 bias factor

傅里叶模 Fourier mode

傅里叶空间 Fourier space

共形时间 conformal time

共形膨胀率 conformal expansion rate

冷暗物质 cold dark matter (CDM)

初始功率谱 initial power spectrum

初始场 initial field

初始扰动谱 initial perturbation spectrum

初始条件 initial conditions

功率谱 power spectrum

功率谱重整化 power spectrum renormalization

动量守恒 momentum conservation

单圈 one-loop

单晕项 1-halo term
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中文 English 简单释义

单流近似 single-stream approximation

双圈 two-loop

双晕项 2-halo term

双谱 bispectrum

可约图 reducible diagram

可约片段 reducible fragment

因果性 causality

圈修正 loop correction

圈展开 loop expansion

增长模 growing mode

外源 external source

多流 multistreaming

大尺度结构 large-scale structure (LSS)

宇宙学微扰论 cosmological perturbation theory

完整顶点 full vertex

密度传播子 density propagator

密度反差 density contrast

密度扰动 density perturbation

密度轮廓 density profile

对称化 symmetrization

尺度依赖偏置 scale-dependent bias

尺度因子 scale factor

平均密度 mean density

平移不变性 translation invariance

引力不稳定性 gravitational instability

引力成团 gravitational clustering

弱引力透镜 weak gravitational lensing

形状参数 shape parameter

微扰展开 perturbative expansion

微扰核 perturbation kernel

微扰论 perturbation theory

拉格朗日位置 Lagrangian position

拓扑 topology

推迟传播子 retarded propagator

方差 variance

无旋速度场 irrotational velocity field

暂态 transient

暗晕偏置 halo bias

暗晕排斥 halo exclusion

暗晕模型 halo model

暗晕质量函数 halo mass function
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中文 English 简单释义

暗物质 dark matter

暗能量 dark energy (DE)

有效谱指数 effective spectral index

本动速度 peculiar velocity

标准微扰论 standard perturbation theory (SPT)

树图 tree diagram

树图级 tree level

格林函数 Green’s function

模耦合 mode coupling

泊松方程 Poisson equation

泛函导数 functional derivative

波矢 wavevector

涡度 vorticity

湍流 turbulence

特征尺度 characteristic scale

相互作用顶点 interaction vertex

相关函数 correlation function

系综平均 ensemble average

线性传播子 linear propagator

线性偏置 linear bias

线性偏置因子 linear bias factor

线性功率谱 linear power spectrum

线性增长因子 linear growth factor

维里转折 virial turnover

缩并 tensor contraction

耦合常数 coupling constant

蝌蚪图 tadpole diagram

衰减模 decaying mode

裸微扰级数 bare perturbation series

谱指数 spectral index

质量守恒 mass conservation

费曼图 Feynman diagram

路径积分 path integral

递推关系 recursion relation

速度弥散 velocity dispersion

速度扰动 velocity perturbation

速度散度 velocity divergence

重整化 renormalization

重整化微扰论 renormalized perturbation theory (RPT)

重求和 resummation

随机场 stochastic field
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中文 English 简单释义

非线性传播子 nonlinear propagator

非线性功率谱 nonlinear power spectrum

非线性尺度 nonlinear scale

非线性暗晕偏置 nonlinear halo bias

非线性演化 nonlinear evolution

非连通图 disconnected diagram

顶点重整化 vertex renormalization

高斯初始条件 Gaussian initial conditions

高斯随机场 Gaussian random field

高阶统计量 higher-order statistic

齐次函数 homogeneous function
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